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7
Poglavlje 1Grupe - op¢i pojmovi
1.1 De�niija grupe i primjeriDe�niija 1 (Grupa)Grupa (G, ◦) je skup objekata G na kojem je de�nirana binarna operaija ◦ takoda su zadovoljena slijede¢a svojstva:1) Zatvorenost: g1, g2 ∈ G ⇒ g1 ◦ g2 ∈ G2) Asoijativnost: g1 ◦ (g2 ◦ g3) = (g1 ◦ g2) ◦ g33) Egzistenija identiteta: ∃e | g ◦ e = e ◦ g = g ∀g ∈ G4) Egzistenija inverza: ∀g ∈ G ∃g−1 | g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = ePrimjer 1 (Z, +)Lako se uvjeriti da skup ijelih brojeva Z £ini grupu obzirom na obi£no zbrajanjebrojeva:1) n,m ∈ Z ⇒ n+m ∈ Z2) n+(m+k)=(n+m)+k3) 0+n=n nula je identitet tj. �jedini£ni element�4) n+(-n)=0Primjer 2 (Z, ·)S druge strane, taj isti skup Z nije grupa obzirom na operaiju mnoºenja. Za²to?Primjer 3Skup dvije matrie

{(
1 0
0 1

)

,

(
0 1
1 0

)}Date: 2011-09-21 1_grupe.tex Revision: 1.7



8 1. Grupe - op¢i pojmovi£ini grupu obzirom na uobi£ajeno mnoºenje matria. Promotrimo li pak skupsvih 2×2matria vidimo da on ne £ini grupu jer nije zadovoljen aksiom egzisten-ije inverza. Naime, neregularne matrie (one £ija determinanta i²£ezava) nisuinvertibilne. Me�utim, ukoliko se ograni£imo samo na skup regularnih 2 × 2matria dobivamo grupu koja se naziva op¢a linearna grupa u dvije dimenzije iozna£ava grupno-teorijskom oznakom GL(2).Grupu zovemo Abelova (abelovska, komutativna) ako ∀g1, g2 ∈ G g1 ◦ g2 =
g2 ◦ g1Npr. (Z, +) je Abelova dok grupa GL(2) to nije.Broj elemenata grupe nazivamo red grupe. Obzirom na njega razlikujemo:
• Kona£ne grupe. Primjer: ({1,−1}, ·)
• Beskona£ne diskretne grupe koje imaju prebrojivo∗ beskona£an broj ele-menata. Primjer: (Z, +)
• Beskona£ne kontinuirane grupe koje imaju neprebrojiv broj elemenata i£ije elemente moºemo zamisliti kao kontinuirani skup to£aka. Ukoliko suzadovoljeni neki dodatni uvjeti, vidi Poglavlje 5, ove grupe se nazivajuLieve grupe. Primjeri: (R\{0}, ·), GL(2)Primjer 4 (Grupa simetrija)Skup svih transformaija simetrije tj. transformaija koje ostavljaju neki objektnepromijenjen nuºno tvore grupu.1) zatvorenost: ako ni g1 ni g2 ne mijenjaju objekt, ne mijenja ga ni g2 ◦ g12) asoijativnost je o£ita3) identiteta - transformaija koja ne radi ni²ta ne mijenja objekt po de�niiji4) suprotna transformaija je isto simetrija�Objekt� na kojeg djeluju transformaije grupe simetrija moºe biti nekakav re-alan �zikalni objekt poput kristala, ali moºe biti i ne²to apstraktniji entitetpoput kvantnomehani£ke valne funkije.Vaºno je imati na umu da su sam pojam i svojstva grupe neovisni o tom ob-jektu. Njega ¢emo iskoristiti da identi�iramo skup transformaija simetrije,da vizualiziramo pojedine transformaije i da �zikalno interpretiramo rezultateteorije grupa, ali nikad ne smijemo izgubiti iz vida da je grupa sasvim apstraktanmatemati£ki pojam.

∗Beskona£an skup je prebrojiv ukoliko je mogu¢e uspostaviti bijektivno preslikavanjeizme�u tog skupa i skupa prirodnih brojeva N. Npr. skup raionalnih brojeva Q jest pre-brojiv, dok skup realnih brojeva R to nije.Revision: 1.7 1_grupe.tex Date: 2011-09-21



1.1. De�niija grupe i primjeri 9Primjer 5 (Cikli£ka grupa Cn)Cikli£ka grupa Cn je grupa simetrija rotaija pravilnog poligona s n usmjerenihstrania.
C3 C4

Elementi grupe Cn su rotaije za kuteve 2πr/n, (r = 0, 1, . . . , n − 1) oko osikoja okomito probada sredi²te poligona. Usmjerenost strania isklju£uje rotaijeoko osi koje leºe u ravnini poligona. (Iako je poligon ravninski lik ovdje gazami²ljamo u 3D prostoru.)Spei�£no svojstvo ikli£kih grupa je da je sve elemente grupe mogu¢e dobitiuzastopnim mnoºenjem jednog od njih sa samim sobom. Tako npr. uzastopnimmnoºenjem rotaije za kut 2π/3 sa samom sobom dobivamo ostale dvije rotaijekoje sa£injavaju grupu C3: rotaiju za 4π/3 i rotaiju za 0 radijana. Ukolikoozna£imo �generiraju¢u� rotaiju grupe Cn (onu za kut 2π/n) simbolom c ondamoºemo pisati Cn = {c, c2, . . . , cn = e} (1.1)odnosno grupu Cn moºemo alternativno de�nirati kao grupu generiranu elemen-tom c sa svojstvom cn = e i pisati kao de�niioni izraz:
Cn = gp(c) , cn = e . (1.2)Tre¢u mogu¢nost za de�niiju ove i drugih grupa pruºa nam grupna tabliamnoºenja (poznata i kao Cayleyjeva tablia). Naime, obzirom da je apstraktnagrupa potpuno odre�ena time da se navede skup elemenata koji je sa£injavajute time da se potpuno spei�ira kako se ti elementi mnoºe (tj. kakva je binarnaoperaija u grupi), grupu C3, npr., je mogu¢e de�nirati naprosto kao grupu kojazadovoljava slijede¢u tabliu mnoºenja:
g1\ g2 e c c2

e e c c2

c c c2 e
c2 c2 e c

(1.3)Grupne tablie mnoºenja zadovoljavaju tzv. svojstvo latinskog kvadrata poz-nato i kaoTeorem 1 (Teorem o razmje²taju)Svaki element grupe se pojavljuje jednom i samo jednom u svakom stupu iliretku grupne tablie mnoºenja.Dokaz : Zamislimo suprotno tj. da se u nekom retku dvaput pojavi isti element,reimo a. To zna£i da je amogu¢e dobiti mnoºenjem prvog elementa iz tog retka,Date: 2011-09-21 1_grupe.tex Revision: 1.7



10 1. Grupe - op¢i pojmovineka je to k, s dvama razli£itim elementima, reimo m i n: km = a i kn = a. Tobi zna£ilo da je km = kn, a egzistenija inverza omogu¢uje �skra¢ivanje� ovakvihrelaija tj. mnoºenje slijeva s k−1 pa dobivamo m = n ²to je kontradiktorno jersmo pretpostavili da su m i n razli£iti elementi. Sli£no bi bilo za ponavljanjeistog elementa dvaput u istom stupu.Treba uo£iti da nam binarna operaija de�nirana tabliom mnoºenja koja je ustandardnom obliku gdje prvi redak i stupa odgovaraju jedini£nom elementui koja po²tuje teorem o razmje²taju automatski garantira zadovoljavanje triaksioma grupe: zatvorenost (u tablii se pojavljuju samo elementi grupe), egzis-tenija identiteta (po konstrukiji prvog retka i stupa) i egzistenija inverza (usvakom retku se nuºno pojavljuje i jedini£ni element i odgovaraju¢i stupa jeonda stupa inverza). Me�utim, svojstvo asoijativnosti nije nuºno zadovoljenoi treba ga provjeriti nekim drugim na£inom†.Ove dvije alternativne de�niije (1.2) i (1.3) nagla²avaju apstraktnu prirodugrupe (ne treba nam trokut kao objekt grupe simetrija).Ina£e, Cn, za n = 2, 3, 4, 6 spada u kristalografske to£kaste grupe kakvih imaukupno 32‡. To su grupe prostornih simetrija savr²enih beskona£nih periodi£nihkristala koje ostavljaju jednu to£ku nepomi£nom. (Za razliku od npr. translaijeza konstantu re²etke koja je isto simetrija kristala, ali nijednu to£ku ne ostavljana mjestu.)Moºe se pokazati da jedini elementi tih grupa mogu biti kompoziije rotaija za60◦ i 90◦ te inverzije r → −r. (f. Crystallographi restrition theorem)Primjer 6 (Dihedralna grupa Dn)Dihedralna grupa Dn je grupa simetrija rotaija pravilnog poligona s n strania.Prma slii
C3->c

C2 -> b2

C2 -> b1=b

C2 -> b3

elementi grupe su rotaije e, c i c2 ba² kao kod grupe Cn, te dodatno rotaije
b1, b2 i b3 za kut π oko triju horizontalnih osi.Uo£imo sada neka svojstva mnoºenja u toj grupi. Kao prvo, vrijedi da je b2 =
cb1c

−1 tj. da su b2 i b1 me�usobno konjugirani preko elementa c. Da je to takovidi se iz slike:
†Ekspliitna provjera moºe biti mukotrpna. Od pomo¢i je proedura poznata kao Lightovtest asoijativnosti.
‡U 3D prostoru. U 2D prostoru postoji 10, a u 1D prostoru samo dvije to£kaste grupe.Revision: 1.7 1_grupe.tex Date: 2011-09-21



1.2. Podgrupe 11
A B

C

B C

A

B A

C

C B

A

A B

C

C B

A

b1�1 :
b2 :

�1 b1 

Na sli£an na£in se moºemo uvjeriti da je b2 = b1c i b3 = b1c
2, odnosno da c i

b ≡ b1 generiraju sve ostale transformaije
D3 = {e, c, c2, b, bc, bc2} . (1.4)To sugerira da bismo grupu D3 mogli de�nirati kao

D3 = gp(c, b) , c3 = b2 = e , (1.5)no ova de�niija nije kompletna jer nam nedostaje jo² i pravilo za komutiranjeelemenata (koje nam nije trebalo za grupu Cn koja je Abelova). Njega dobi-jemo tako da iskombiniramo dvije gore dobivene relaije: b2 = cb1c
−1 = bc ipomnoºimo zdesna s c:

cb = bc2 (1.6)Ova relaija sad omogu¢uje da proizvoljan umnoºak elemenata grupe (npr.
bcb2c5b svedemo na oblik bαcβ gdje je α < 2 i β < 3, tj. na jedan od ele-menata iz (1.4). Za kompaktan zapis de�niije grupe D3 koji ¢e se onda mo¢ilako generalizirati i na ostale Dn grupe, mnoºimo gornju komutaijsku relaiju(1.6) slijeva s b i zdesna s c i dobivamo bcbc ≡ (bc)2 = b2c3 = e pa moºemopisati

D3 = gp(c, b) , c3 = b2 = (bc)2 = e (1.7)Ova de�niija se generalizira ovako (vidi zadatke)
Dn = gp(c, b) , cn = b2 = (bc)2 = e (1.8)²to onda moºemo iskoristiti i da bismo de�nirali grupu D2 poznatu i kaoKleinova£etvorna grupa (njem. Vierergruppe), za koju nemamo odgovaraju¢i poligon kaoobjekt grupe simetrija.1.2 PodgrupeDe�niija 2 (Podgrupa)PodgrupaH grupeG je neprazni podskupH ⊂ G koji i sam tvori grupu obziromna grupnu operaiju de�niranu na G. Podgrupu H 6= {e} 6= G zovemo pravapodgrupa i pi²emo H < G.Primjer 7C2={e, b} i C3={e, , 2} su prave podgrupe od D3Date: 2011-09-21 1_grupe.tex Revision: 1.7



12 1. Grupe - op¢i pojmoviPrimjer 8Grupa translaija i to£kasta grupa su podgrupe grupe prostornih simetrija kristala.De�niija 3 (Susjedna klasa)Lijeva susjedna klasa (engl. oset) podgrupe H obzirom na element g ∈ G jeskup
gH = {gh | h ∈ H}Odnos pripadnosti elementa g1 lijevoj susjednoj klasi obzirom na element g2,

g1 ∈ g2H , uspostavlja relaiju ekvivalenije§ izme�u ta dva elementa u grupi G,
g1 ∼ g2.Susjedne klase po nekoj podgrupi H su me�usobno disjunktne i sve imaju istibroj elemenata (jednak redu od H , zahvaljuju¢i Teoremu o razmje²taju) pa takode�niraju jednu partiiju grupe G:

H g1H g2H

g3H gnH...Promatraju¢i ovu sliku lako se uvjerimo u to£nost Lagrangeovog teorema:Teorem 2 (Lagrange)Red podgrupe dijeli red grupe.De�niija 4 (Kvoijentni skup)Skup svih razli£itih lijevih susjednih klasa
G/H ≡ {gH | g ∈ G}zove se lijevi kvoijentni skup grupe G po podgrupi H .Potpuno analogno se de�niraju desna susjedna klasa i desni kvoijentni skup.

§Op¢enito, relaija ekvivalenije je binarna relaija a ∼ b izme�u elemenata nekog skupakoja ima slijede¢a svojstva(i) a ∼ a ∀a (re�eksivnost)(ii) a ∼ b ⇒ b ∼ a (simetri£nost)(iii) a ∼ b i b ∼ c ⇒ a ∼ c (tranzitivnost)Primjeri relaija ekvivalenije su: �osoba a je ro�ena na isti dan kad i osoba b� ili �trokut
a je sli£an trokutu b�, dok npr. �broj a je ve¢i ili jednak broju b� nije relaija ekvivalenijejer nije simetri£na. (Ona je antisimetri£na. Binarna relaija na skupu koja je re�eksivna,antisimetri£na i tranzitivna zove se relaija ure�aja.) Svaka relaija ekvivalenije ijepa skupna disjunktne klase ekvivalenije.Revision: 1.7 1_grupe.tex Date: 2011-09-21



1.2. Podgrupe 13Primjer 9 (D3)Promotrimo podgrupu H = {e, c, c2} =C3 grupe G = D3. Dvije lijeve susjedneklase su1) eH = H = {e, c, c2} i2) bH = {b, bc, bc2} ,a kvoijentni skup je D3/C3 = {eH, bH}. Postoji i kvoijentni skup D3/C2De�niija 5 (Normalna podgrupa)Podgrupa za koju vrijedi gH = Hg, ∀g ∈ G, zovemo normalna ili invarijantna.Primjer 10 (D3)
G = D3, H = C3. bC3 = C3b, . . . (za ostale g ∈ D3 trivijalno) Dakle, C3 jenormalna podgrupa od D3. S druge strane C2 = {e, b} nije normalna jer npr.
cC2 6= C2c.O£ito je da su za normalnu podgrupu H lijevi i desni kvoijentni skupovi iden-ti£ni G/H = H\GGrupe koje nemaju normalnih podgrupa zovu se jednostavne, a one koje nemajunormalnih Abelovih podgrupa zovu se polujednostavne.Kvoijentni skup po normalnoj podgrupi £ini grupu obzirom na binarnu op-eraiju

(g1H)(g2H) = (g1g2)HUvjerite se da su zadovoljeni aksiomi grupe.Primjer 11 (D3/C3)Tablia mnoºenja u ovom kvoijentnom skupu je de�nirana relaijama
(eH)(eH) = eeH = eH (1.9)
(eH)(bH) = bH (1.10)
(bH)(eH) = bH (1.11)
(bH)(bH) = eH (1.12)Lijevi i desni kvoijentni skupovi su jednaki

D3/C3 = {{e, c, c2}, {b, bc, bc2}}
C3\D3 = {{e, c, c2}, {b, cb = bc2, c2b = bc}} = D3/C3i imaju grupnu strukturu jednaku grupi C2.S druge strane

D3/C2 = {{e, b}, {c, cb = bc2}, {c2, c2b = bc}}
C2\D3 = {{e, b}, {c, bc}, {c2, bc2}} 6= D3/C2i D3/C2 nije grupa.Date: 2011-09-21 1_grupe.tex Revision: 1.7



14 1. Grupe - op¢i pojmoviDe�niija 6 (Konjugirani elementi)Dva elementa a i b grupe G su konjugirani ukoliko postoji g ∈ G | a = gbg−1.Konjugaija je tako�er relaija ekvivalenije:(i) a = e−1ae ⇒ a ∼ a(ii) a = g−1bg ⇒ b = g−1a(g−1)−1(iii) a = gbg−1, b = hch−1,
a = ghch−1g−1 = (gh)c(gh)−1, gh ∈ GKonjugaija (ba² kao i svaka relaija ekvivalenije) de�nira partiiju skupa naklase. klasa od a = {b | b = gag−1, g ∈ G}Klasa od e = {e} ²to povla£i da klase, izuzev ove trivijalne, nisu podgrupe.Za Abelove grupe svaki element je klasa za sebe.Normalne podgrupe zadovoljavaju gHg−1 = H , ∀g ∈ G. Slijedi da su onesastavljenje od ijelih klasa konjugaije.Primjer 12 (D3)Klase konjugaije od D3 su:- (e)- (c, c2)- (b, bc, bc2)i odgovaraju rotaijama za razli£ite kuteve. Konjugiraju¢i elementi preslikavajume�usobno osi rotaije. Normalna podgrupa C3 se sastoji od ijelih klasa (prvedvije), dok podgrupa C2 = {e, b} nema to svojstvo i nije normalna.1.3 Homomor�zam i izomor�zam grupaDe�niija 7 (Homomor�zam)Neka su G i H grupe, a f : G → H preslikavanje koje komutira s grupnomoperaijom tj. za koje vrijedi

f(ab) = f(a)f(b) ∀a, b ∈ G .Onda kaºemo da je f homomor�zam grupe G u grupu H .Revision: 1.7 1_grupe.tex Date: 2011-09-21



1.3. Homomor�zam i izomor�zam grupa 15Homomor�zam koji je i bijekija zovemo izomor�zam i pi²emo A ∼= B ili A = B.Izomorfne grupe su s apstraktnog stanovi²ta jednake (imaju istu tabliu mnoºenja).Primjer 13 (C2)Grupa C2 je izomorfna grupama ({1,−1}, ·) i ({(1 0
0 1

)

,

(
0 1
1 0

)}

, ·
).Slika homomor�zma f(A) (skup svih elemenata u B koji imaju original u A) jepodgrupa od B: f(A) < B (DZ: Uvjerite se u to.)

e
K

A B

f(A)

f

Slika f(eA) jedini£nog elementa eA iz A je jedini£ni element eB u B jer mnoºen-jem relaije
f(eA)f(b) = f(eAb) = f(b)s desna s f(b)−1 dobivamo
f(eA) = f(b)f(b)−1 = eB .No mogu¢e je da se i drugi elementi iz A osim jedini£nog preslikavaju u je-dini£ni element u B. Kernel homomor�zma je skup svih elemenata od A kojise preslikavaju u jedini£ni element iz B.

K ≡ ker(f) ≡ {k ∈ A | f(k) = eB} .Kernel od f : A→ B je normalna podgrupa od A. (DZ: Uvjerite se u to.)Teorem 3 (Teorem o izomor�zmu)Ako je f : G→ G′ homomor�zam s kernelom K, onda vrijedia) Svaki element susjedne klase gK se preslikava u isti element f(g).b) Slika homomor�zma f(G) je izomorfna kvoijentnoj grupi po kernelu G/K.(Skup G/K je grupa jer je K normalna podgrupa.)Dokaz∗: Pridruºivanje je f(g) ↔ gK. Pokaºimo da je to pridruºivanje dobrode�nirano i bijekija te da £uva grupnu strukturu.Date: 2011-09-21 1_grupe.tex Revision: 1.7



16 1. Grupe - op¢i pojmovi- f(g) 7→ gK je dobro de�nirano jer je gK jedinstven: f(g) = f(g′) ⇒
f(g′g−1) = f(g′)f(g−1) = f(g)f(g)−1 = e ⇒ g′g−1 ≡ k ∈ K, g′ = kg ⇒
gK = g′K (Zadnja implikaija slijedi iz toga da ∀k1 ∈ K, gk1 = g′k−1k1 ∈ g′K)

gK

g

g’

f(g)

?- gK 7→ f(g) je dobro de�nirano jer ne ovisi o izboru elementa g iz K: g, g′ ∈
gK ⇒ g′g−1 ∈ K ⇒ ⇒ f(g′g−1) = e ⇒ f(g′)f(g−1) = e ⇒ f(g′) = f(g)

gK

g

g’

f(g)

?
f(g’)- injekija u oba smjera ⇒ bijekija- �uvanje grupne strukture: f(g)f(g') se preslikava u (gK)(g'K) jerf(g)f(g')=f(gg')=gg'K=(gK)(g'K)

K e

...
...Jedan korolar ovog teorema je da je svaki element g′ iz G′ slika istog brojaelemenata iz G (zato jer susjedne klase moraju imati isti broj elemenata). Drugikorolar je da je f izomor�zam ako i samo ako je kernel K = {e}.Zadai1.1 Dokaºite da su jedini£ni i inverzni element grupe jedinstveni.Revision: 1.7 1_grupe.tex Date: 2011-09-21



1.3. Homomor�zam i izomor�zam grupa 171.2 Konstrukijom grupne tablie mnoºenja pokaºite da postoji samo jednagrupa reda 3.1.3 Na isti na£in kao u pro²lom zadatku pokaºite da postoje samo dvije grupereda 4.1.4 Grupa je Abelova ako i samo ako je njena grupna tablia mnoºenja simetri£na.Dokaºite da i za grupe koje nisu Abelove razmje²taj jedini£nih elemenata utablii mora biti simetri£an.1.5 Dokaºite da je grupa u kojoj je svaki element samom sebi inverz nuºnoAbelova.1.6 Uvjerite se da je grupa simetrija pravilnog poligona s n neusmjerenih stran-ia izomorfna grupi Dn=gp(c, b) cn = b2 = (bc)2 = e. (Naputak: Odreditetransformaije poligona koje odgovaraju elementima c i b, pa se uvjerite daone zadovoljavaju cn = b2 = (bc)2 = e. Usporedite broj elementa grupa.)1.7 Centar Z grupe G je skup svih elemenata koji komutiraju sa svakim ele-mentom grupe tj. Z = {z ∈ G | zg = gz∀g ∈ G}. Pokaºite da je Znormalna Abelova podgrupa od G.1.8 Odredite klase konjugaije grupe D4.1.9 Pokaºite da su sve grupe s prostim brojem elemenata ikli£ne.1.10 Red elementa a grupe G je najmanji n takav da je an = e. Pokaºite da jered svih elemenata jedne klase konjugaije isti.1.11 Postoji li netrivijalni homomor�zam s grupe D4 na grupu D3?1.12 Pokaºite da je kvoijentna grupa Z/Ze izomorfna grupi C2, gdje je Ze grupaparnih ijelih brojeva.1.13 Promotrite grupu nesingularnih kvadratnih n×nmatriaG = {M}. Pokaºiteda je f(M) = detM homomor�zam.

Date: 2011-09-21 1_grupe.tex Revision: 1.7



18 1. Grupe - op¢i pojmovi
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19
Poglavlje 2Reprezentaije grupa
2.1 Vektorski prostori i operatori na njimaDe�niija 8 (Vektorski prostor)Vektorski prostor (ili linearni prostor) V nad poljem F je aditivna grupa (grupnaoperaija je zbrajanje vektora x+ y) na kojoj je de�nirana operaija mnoºenjaskalarom iz F tako da su zadovoljeni aksiomi:1) Zatvorenost: ax ∈ V ∀a ∈ F, x ∈ V2) Kvaziasoijativnost: a(bx) = (ab)x ∀a, b ∈ F, x ∈ V3) Egzistenija jedinie: 1x = x za 1 ∈ F i ∀x ∈ V4) Distributivnost zbrajanja u F : (a+ b)x = ax+ bx ∀a, b ∈ F, x ∈ V5) Distributivnost zbrajanja u V : a(x+ y) = ax+ ay ∀a ∈ F, x,y ∈ V- Iz aksioma slijedi da je zbrajanje vektora u V komutativno tj. x+ y = y + x- Polje F je obi£no C ili R pa govorimo o kompleksnom ili realnom vektorskomprostoru.- Baza = skup {ei} linearno neovisnih vektora koji razapinju V tj. svaki vektoriz V se moºe prikazati kao linearna kombinaija vektora {ei}- Dimenzija vektorskog prostora = broj vektora njegove bazePrimjer 14 (3D euklidski prostor)�Klasi£an� realni vektorski prostor. Kartezijeva baza: e1 = x̂, e2 = ŷ, e3 = ẑ

r =





x
y
z



Date: 2011-10-24 2_reprezentaije.tex Revision: 1.7



20 2. Reprezentaije grupaPrimjer 15 (Hilbertov prostor kvantnomehani£kih stanja H atoma)- Shrödingerova jednadºba: Hψ(x) = Eψ(x)- Rje²enja za vodikov atom ψnlm(x) (staionarna stanja), predstavljaju bazubeskona£nodimenzionalnog Hilbertovog vektorskog prostoramogu¢ih kvantnome-hani£kih stanja vodikovog atoma.- Vektor u tom prostoru je proizvoljna superpoziija staionarnih stanja:
ψ(x) =

∞∑

n=1

n−1∑

l=0

l∑

m=−l

anlmψnlm(x)- anlm - proizvoljni kompleksni koe�ijenti (Ovo je dakle kompleksan vektorskiprostor.)- alternativna �baza�: ψx0
(x) = δ(x − x0), x0 ∈ R3 u kojoj proizvoljno stanjepromatramo ne kao superpoziiju svojstvenih stanja energije, ve¢ kao superpozi-iju svojstvenih stanja poloºaja elektrona.∗De�niija 9 (Linearni operator)Operator T : V → V na vektorskom prostoru V sa svojstvom
T (ax+ by) = aTx+ bTy

∀a, b ∈ F, x,y ∈ V , je linearan.- U datoj bazi {ei}, operator T moºemo prikazati kao matriu s elementima Tijde�niranu relaijom Tej =
∑

i Tijei ≡ Tijei, odnosno relaijom Tij ≡ eiTej .- Onda je djelovanje na vektor x = xiei dano s (Tx)i = Tijxj .- Ovdje smo de�nirali tzv. Einsteinovu sumaijsku konveniju po kojoj se sumi-ranje po dvaput ponovljenom indeksu podrazumijeva i znak sume se izostavlja.Primjer 16 (Operator rotaije u euklidskom prostoru)
Rz,θr =





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1









x
y
z



Primjer 17 (Hamiltonijan)
Hψ(x) = Eψ(x)De�niija 10 (Skalarni produkt)Skalarni produkt na vektorskom prostoru V je preslikavanje ( , ) : V × V → Csa svojstvima:1) (x,y) = (y,x)∗

∗Ova �baza� sugerira da je prostor neprebrojivo beskona£no dimenzionalan, ali to nije slu£ajjer je separabilan � svaki je vektor mogu¢e proizvoljno dobro aproksimirati kao linearnukombinaiju vektora prebrojivo beskona£ne baze. Cf. Reed and Simon, Vol. IRevision: 1.7 2_reprezentaije.tex Date: 2011-10-24



2.1. Vektorski prostori i operatori na njima 212) (z, ax+ by) = a(z,x) + b(z,y)3) (x,x) ≥ 0 , (x,x) = 0 ⇒ x = 0

∀x,y, z ∈ V i a, b ∈ C.- Posljedia de�niije: (ax,y) = a∗(x,y). (Mogu¢a je i alternativna de�niijaskalarnog produkta kod koje je (x, ay) = a∗(x,y), ali ona se u �zii rijetkorabi.)- Primjeri: x · y u 3D euklidskom prostoru ili (ψ1, ψ2) =
∫
ψ∗
1(x)ψ2(x)d

3x uHilbertovom prostoru kvantnomehani£kih stanja.- Skalarni produkt omogu¢uje prirodnu de�niiju norme vektora kao ‖x‖ ≡
√

(x, x).- Vektorski prostor s de�niranom operaijom skalarnog produkta se zove unitarniprostor. Alternativni nazivi: pre-Hilbertov, euklidski prostor.- Ortonormirana baza vektorskog prostora je baza {ei} takva da je (ei, ej) = δiji uvijek ju je mogu¢e na¢i u unitarnom prostoru.De�niija 11 (Unitarni operator)Unitarni operator U je operator takav da je (Ux, Uy) = (x,y), ∀x,y.- Kaºemo da unitarni operator £uva skalarni produkt. Obzirom da su skalarniprodukt i norma vektora u kvantnomehani£kom Hilbertovom prostoru stanjapovezani sa vjerojatnostima, te kako je o£uvanje vjerojatnosti prirodan zahtjevna operatore transformaije kvantnomehani£kih stanja, ti ¢e operatori tipi£nobiti reprezentirani unitarnim operatorima.- U ortonormiranoj bazi unitarni operator je predstavljen unitarnom matriomtj. matriom sa svojstvom U †U = 1 gdje je U † ≡ UT
∗ hermitski konjugiranamatria.De�niija 12 (Hermitski konjugirani operator)Hermitski konjugirani operator operatoru D je operator D† de�niran tako davrijedi (Dx,y) = (x, D†y), ∀x,y.- U ortonormiranoj bazi hermitski konjugirani operator je predstavljen hermitskikonjugiranom matriom.De�niija 13 (Hermitski operator)Operator H se naziva hermitski ako vrijedi (Hx,y) = (x, Hy), ∀x,y. Takavoperator je u ortonormiranoj bazi prikazan hermitskom matriom za koju vrijedi

H† = H .- Hermitski konjugirani operator operatora D se naziva i adjungirani operatoroperatoru D (engl. adjoint), a hermitski operator se naziva i auto-adjungirani(engl. self-adjoint). Zapravo postoji suptilna matemati£ka razlika izme�u her-mitskog i auto-adjungiranog operatora, ali �zi£ari je obi£no zanemaruju.Date: 2011-10-24 2_reprezentaije.tex Revision: 1.7



22 2. Reprezentaije grupaTeorem 4Svojstvene vrijednosti hermitskog operatora su realne.Dokaz: Neka je Ax = λx za x 6= 0†. Skalarnim mnoºenjem s x imamo λ(x,x) =
(x, Ax) = (Ax,x) = λ∗(x,x), iz £ega slijedi λ∗ = λ.- Ovo svojstvo se odraºava u £injenii da su kvantnomehani£ki operatori kojiodgovaraju opservabilnim �zikalnim veli£inama redovito hermitski.- I unitarne i hermitske matrie T se mogu dijagonalizirati transformaijom
S−1TS = D, gdje je S unitarna matria.2.2 De�niija reprezentaije i osnovna svojstvaDe�niija 14 (Reprezentaija grupe)Reprezentaija grupe G = {gi} je homomor�zam s G na grupu linearnih oper-atora Γ = {D(gi)}, na nekom vektorskom prostoru V .- Dakle, reprezentaija je preslikavanje G → Γ, gdje se pojedini elementi pres-likavaju kao gi 7→ D(gi).- Operatori D(gi) su pak preslikavanja D(gi) : V → V , gdje se pojedini vektoripreslikavaju kao x 7→ x′ = D(gi)x.- Kolokvijalno se pojam �reprezentaija� zna odnositi ne samo na gornji homo-mor�zam ve¢ i na grupu Γ, pa £ak i na vektorski prostor V .- Dimenzija reprezentaije je dimenzija vektorskog prostora V na koji operatoridjeluju.- Kako se operatori mogu u nekoj bazi predstaviti kao kvadratne matrie uliteraturi se £esto rabi alternativna de�niija reprezentaije kao preslikavanja nagrupu matria.- Iz uvjeta homomor�zma

D(g1)D(g2) = D(g1g2)slijede razne stvari poput £injenie da je jedini£ni element uvijek reprezentiranjedini£nom matriom: D(g)D(e) = D(ge) = D(g) ⇒ D(e) = 1.- Uobi£ajena oznaka za operatore iz reprezentaije je slovo D od njema£ke rije£i"Darstellung" (reprezentaija). Primjenu teorije reprezentaija grupa na �zikuje u velikoj mjeri razvio E. P. Wigner.- Ukoliko je grupa operatora Γ izomorfna grupi G, reprezentaiju zovemo vjernaPrimjer 18 (REP C3 na 3D euklidskom prostoru)C3 = {e, c, c2}. Kao reprezentiraju¢e operatore moºemo uzeti operatore rotaije� tako smo i do²li do grupe C3: D(c) = rotaija za 2π/3 oko z-osi.
†Egzistenija takvog vektora slijedi iz fundamentalnog teorema algebreRevision: 1.7 2_reprezentaije.tex Date: 2011-10-24



2.2. De�niija reprezentaije i osnovna svojstva 23
D(e) =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



- Aktivne transformaije: mijenjaju se vektori, baza ostaje ista- Pasivne transformaije: vektori ostaju isti, baza se mijenja- Ako se ne kaºe druk£ije, na²e ¢e transformaije biti aktivne (taj je pristup"�zikalniji")
θ

r

r’

D(c) =





cos(2π/3) − sin(2π/3) 0
sin(2π/3) cos(2π/3) 0

0 0 1



 =





−1/2 −
√
3/2 0√

3/2 −1/2 0
0 0 1



 (2.1)
D(c2) =





−1/2
√
3/2 0

−
√
3/2 −1/2 0
0 0 1



 = D(c)2- Ovo naravno nije jedina REP. Mogli smo uzeti rotaije za iste kuteve oko bilokoje druge osi.Primjer 19 (REP C3 na vektorskom prostoru stanja H atoma)- ψ′(x) = D(c)ψ(x) D(c)=?- Neka je ψ(x) = ψnlm(x). Dakle, gledamo ²to se doga�a sa staionarnimstanjima.
ψnlm(x)

c7→ ψ′
nlm(x) =

∞∑

n′=1

n′−1∑

l′=0

l′∑

m′=−l′

D(nlm)(n′l′m′)(c)ψn′l′m′(x)- Neka je D(c) rotaija za 2π/3 oko z-osi.- Rotaija £uva energiju (n′ = n) i moment impulsa (l′ = l), tj. jedino moºepromijeniti projekiju momenta impulsa m tako da imamo
D(nlm)(n′l′m′)(c) = δnn′δll′D

(l)
mm′(c)Date: 2011-10-24 2_reprezentaije.tex Revision: 1.7



24 2. Reprezentaije grupa
ψ′
nlm(x) =

l∑

m′=−l

D
(l)
mm′(c) ψnlm′(x)- Npr. za l = 1 i za bilo koji n (vidjet ¢emo u 5. poglavlju)

D
(1)
mm′(c) = δmm′e−i2πm/3 =





e−i2π/3 0 0
0 0 0
0 0 ei2π/3



- Rotaija oko z-osi ne mijenja niti m.- D(l)
mm′(g), g ∈C3 su (2l + 1) × (2l + 1) matrie (tzv. Wignerove rotaijskematrie) i £ine jednu REP grupe C3- Za svaki l imamo druga£iju reprezentaiju ⇒ beskona£no mnogo reprezentaija- Da bismo nau£ili konstruirati takve reprezentaije treba nam formalna teorijareprezentaija grupa.- Npr. svaka grupa G ima tzv. trivijalnu reprezentaiju

D(g) = 1 ∀g ∈ Ggdje je 1 jedini£na matria na vektorskom prostoru proizvoljne dimenzionalnosti(⇒ beskona£no reprezentaija) → redukija na IRREPse.- Jednodimenzionalne reprezentaije su posebno jednostavne jer kompoziijaoperatora (mnoºenje matria) postaje mnoºenje brojeva.- Za kona£ne grupe 1D REP imaju svojstvo |D(g)| = 1. Naime, red n svakogelementa je kona£an: gn = e ⇒ D(gn) = D(g)n = D(e) = 1 ⇒ D(g) je n-tikorijen jedinie pa moºe biti samo
D(g) = ei2πk/n k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} ⇒ |D(g)| = 12.3 Ekvivalentne reprezentaijeDe�niija 15 (Ekvivalentne REP)Dvije REP Γ1 = {D(1)} i Γ2 = {D(2)} su ekvivalentne ako postoji konstantninesingularni operator S takav da je

D(1)(g) = SD(2)(g)S−1 ∀g ∈ G(S ne ovisi o g)- S � operaija sli£nosti ⇒ "sli£ne REP"- Provjeriti da je ovo relaija ekvivalenije.Revision: 1.7 2_reprezentaije.tex Date: 2011-10-24



2.3. Ekvivalentne reprezentaije 25- Pokazat ¢emo da su ekvivalentne REP zapravo ista REP izraºena u drugojbazi. (Sli£no kao ²to su konjugirane rotaije rotaije oko istog kuta, ali razli£itihosi.)- D : V → V- D : u 7→ v- V ima neku bazu {e1, e2, . . . , en}- u =
∑

i uiei ≡ uiei (Einsteinova sumaijska konvenija)- Linearni operator je potpuno de�niran svojim djelovanjem na vektore baze:- Dej = (lin. komb. od ej) = Dijei- Ovaj operator sad djeluje na proizvoljni vektor ovako:
Du = D(ujej) = ujDijei- Ako pi²emo Du = v = viei, onda je
vi = Dijuj , ili u matri£nom obliku v = Du- U nekoj drugoj bazi {f1,f2, . . . ,fn} operator D ima neke druge komponente:- Df j = D′

ijf i- v′i = D′
iju

′
j- No, i vektori stare baze su vektori pa se mogu izraziti kao

ei = Sjif j- u = uiei = uiSjif j- u′j = uiSji; v′j = viSji- U matri£nom obliku: v′ = Sv; v = S−1v′- v′ = Sv = SDu = SDS−1u′- ⇒ D′ = SDS−1 Ekvivalentne reprezentaije se sastoje od istih operatora, aliizraºenih u razli£itim bazama. (Zapravo smo pokazali da u drugoj bazi operator
D izgleda kao SDS−1. Idu¢i unatrag dobijemo ono ²to traºimo.)- Jednodimenzionalne reprezentaije su zapravo brojevi koji automatski komu-tiraju pa slijedi da su takve reprezentaije ili identi£ne ili neekvivalentne.- Da bismo identi�irali da li su dvije reprezentaije ekvivalentne nije nuºnotraºiti transformaiju S. Postoje elegantnije metode poput upotrebe karakterareprezentaija (vidi odjeljak 3.1).
Date: 2011-10-24 2_reprezentaije.tex Revision: 1.7



26 2. Reprezentaije grupa2.4 Zbroj i produkt reprezentaijaDirektni zbroj reprezentaijaKvadratnu matriu oblika










A1

A2

·
·
·
An









gdje su Ai kvadratne matrie matrie zovemo blok-dijagonalna ili blok matria.- Produkt dviju matria iste blok-strukture:











A1

A2

·
·
·
An





















B1

B2

·
·
·
Bn











=











A1B1

A2B2

·
·
·
AnCn









ima istu blok strukturu kao i te matrie.- Promotrimo sada dvije reprezentaije grupe G: Γ1 = {D(1)(g)} dimenzije d1 i

Γ2 = {D(2)(g)} dimenzije d2. Tada je skup matria
Γ = {D(g)} =

{(
D(1)(g) 0

0 D(2)(g)

)}tako�er reprezentaija grupe G.- Dokaz:
D(g)D(h) =

(
D(1)(g) 0

0 D(2)(g)

)(
D(1)(h) 0

0 D(2)(h)

)

=

(
D(1)(g)D(1)(h) 0

0 D(2)(g)D(2)(h)

)

=

(
D(1)(gh) 0

0 D(2)(gh)

)

= D(gh)zahvaljuju¢i gornjem svojstvu mnoºenja blok matria i £injenii da su Γ1 i Γ2reprezentaije.- Rezultiraju¢u reprezentaiju zovemo direktni zbroj reprezentaija Γ1 i Γ2 ipi²emo
Γ = Γ1 ⊕ Γ2- Dimenzija zbroja je zbroj dimenzija: d = d1 + d2- Moºemo zbrajati proizvoljan broj reprezentaija:

Γ = Γ1 ⊕ Γ2 ⊕ · · · ⊕ ΓnRevision: 1.7 2_reprezentaije.tex Date: 2011-10-24



2.4. Zbroj i produkt reprezentaija 27- Vektorski prostor na koji djeluje zbroj reprezentaija je V = V1⊕V2 � prostorrazapet vektorima {e1, e2, . . . , em, f1, f2, . . . , fn} gdje je {e1, e2, . . . , em} jednabaza od V1, a {f1, f2, . . . , fn} jedna baza od V2.- Primjer: z-prava ⊕ xy-ravnina = 3D euklidski prostor- Primjer: vektorski prostor staionarnih vezanih stanja vodikovog atoma ψnlm
⊕ vektorski prostor dvo£esti£nog stanja nevezanog elektrona i protona (a.produkt dva ravna vala ako zanemarimo interakiju)- Vidjet ¢emo da su zanimljive one reprezentaije koje se ne mogu prikazati kaozbroj manjedimenzionalnih reprezentaija.Direktni produkt reprezentaijaKronekerov ili direktni produkt kvadratnih matria A i B je kvadratna matria
C = A⊗B £ije su komponente

Cij,kl = AikBjl-Npr, neka su A i B dvodimenzionalne matrie
A =

(
A11 A12

A21 A22

)

B =

(
B11 B12

B21 B22

)Onda je njihov direktni produkt matria
C = A⊗B = A =

(
A11B A12B
A21B A22B

)

=







A11B11 A11B12 A12B11 A12B12

A11B21 A11B22 A12B21 A12B22

A21B11 A21B12 A22B11 A22B12

A21B21 A21B22 A22B21 A22B22





- Dimenzija produkta je produkt dimenzija.- Vrijedi (A⊗B)(C ⊗D) = (AC) ⊗ (BD)- (Dokaz ovoga vidi u [1℄)- Ako imamo dvije reprezentaije grupe G: Γ1 i Γ2, onda je i skup Γ = Γ1⊗Γ2 =

{D(g)} = {D(1)(g)⊗D(2)(g)} tako�er REP od G:- D(g)D(h) = (D(1)(g) ⊗ D(2)(g))(D(1)(h) ⊗ D(2)(h)) = (D(1)(g)D(1)(h)) ⊗
(D(2)(g)D(2)(h)) = D(1)(gh)⊗D(2)(gh) = D(gh)- Ako Γ1 djeluje na vektorskom prostoru V1 razapetom vektorima {e1, e2, . . . , em},a Γ2 na vektorskom prostoru V2 razapetom vektorima {f1, f2, . . . , fn}, onda
Γ = Γ1 ⊗ Γ2 djeluje na vektorskom prostoru V = V1 ⊗ V2 razapetom vektorima
{ei ⊗ fj, i = 1, . . . ,m; j = 1, . . . , n}, dimenzije d = mn.- Npr. u QM ako imamo dva vodikova atoma koja ne djeluju jedan na drugog(kao u npr. H2 molekuli) njihove ¢e valne funkije biti vektori u dva HilbertovaDate: 2011-10-24 2_reprezentaije.tex Revision: 1.7



28 2. Reprezentaije grupaprostora: ψ1(x) ∈ H1 i ψ2(x) ∈ H2. Zdruºeni sustav ta dva atoma moºemo pro-matrati kao jedan vektor ψ1(x)ψ2(x) ∈ H1⊗H2 gdje je baza od ovog direktnogprodukta Hilbertovih prostora razapeta vektorima (ψnlm(x)ψn′l′m′(x)). Akoatomi djeluju jedan na drugog, valna funkija ¢e biti ψ(x1, x2) ∈ H1 ⊗H2.2.5 Reduibilnost reprezentaijaDe�niija 16 (Reduibilna REP)Reprezentaija Γ grupe G koja djeluje na vektorskom prostoru V je reduibilnaukoliko postoji netrivijalni potprostor V1 od V koji je invarijantan na Γ, tj.
D(g)V1 ⊂ V1 ∀g ∈ G .- Tada u bazi {e1, . . . , em+n}, gdje je baza od V1 {e1, . . . , em}, reprezentaijapoprima oblik

D(g) =

(
D(1)(g) C(g)

0 D(2)(g)

)gdje je D(1)(g) m×m, D(2)(g) n×n, a C(g) m×n matria, te dim V = m+ni dim V1 = m.- Obratno, ako postoji baza u kojoj reprezentaija poprima gornji oblik, reprezentaijaje reduibilna.- Γ1 = {D(1)} i Γ2 = {D(2)} su tako�er REP od G.Dokaz:
D(g)D(h) =

(
D(1)(g) C(g)

0 D(2)(g)

)(
D(1)(h) C(h)

0 D(2)(h)

)

=

(
D(1)(g)D(1)(h) D(1)(g)C(h) + C(g)D(2)(h)

0 D(2)(g)D(2)(h)

)

= D(gh) jer je Γ REP
=

(
D(1)(gh) C(gh)

0 D(2)(gh)

)Odakle slijedi
D(1)(gh) = D(1)(g)D(1)(h)

D(2)(gh) = D(2)(g)D(2)(h)tj. Γ1 i Γ2 su REPs.Primjer 20 (REP C3 na 3D euklidskom prostoru)
D(g) =





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1



 ∀g ∈ C3Revision: 1.7 2_reprezentaije.tex Date: 2011-10-24



2.5. Reduibilnost reprezentaija 292D prostor V1 razapet vektorima x̂ i ŷ je invarijantan na Γ ⇒ Γ je reduibilna.- �tovi²e, C(g) = 0 u ovom primjeru tj. vektorski prostor je rastavljiv nadirektnu sumu dva potprostora koja su oba invarijantna. To nas vodi na pojampotpune reduibilnosti.De�niija 17 (Potpuno reduibilna REP)Ako pored V1 postoji i drugi invarijantni potprostor V2 tako da je V = V1 ⊕ V2tada reprezentaiju Γ moºemo rastaviti na direktni zbroj Γ = Γ1 ⊕ Γ2 i kaºemoda je ona potpuno reduibilna.Teorem 5 (Mashke)Sve reduibilne reprezentaije kona£ne grupe su i potpuno reduibilne.Dokaz u dva koraka:1) Svaka REP kona£ne grupe je ekvivalentna nekoj unitarnoj REP2) Svaka unitarna reduibilna REP je potpuno reduibilnaKorak 1: De�niramo �grupni� skalarni produkt dvaju vektora iz V na slijede¢ina£in:
{x,y} ≡ 1

n

∑

g∈G

(
D(g)x, D(g)y

)
,gdje je n red grupe G, a ( , ) uobi£ajeni skalarni produkt na V . Sumaija idepreko svih elemenata grupe G. Grupni skalarni produkt { , } zadovoljava sveaksiome skalarnog produkta. (Provjerite!) Sada vrijedi

{D(h)x, D(h)y} (def.)
=

1

n

∑

g

(
D(g)D(h)x, D(g)D(h)y

)(D je rep.)
=

1

n

∑

g

(
D(gh)x, D(gh)y

)

= gh→ k ; teorem o razmje²taju ;
∑

g

→
∑

k

=
1

n

∑

k

(
D(k)x, D(k)y

)

= {x,y}Dakle, operatoriD(g) su unitarni obzirom na grupni skalarni produkt { , }. No,nas nas zanima unitarnost obzirom na obi£ni skalarni produkt ( , ). Uzmimosada da je
{ei} ortonormirana baza obzirom na ( , )

{f i} ortonormirana baza obzirom na { , }Date: 2011-10-24 2_reprezentaije.tex Revision: 1.7



30 2. Reprezentaije grupai S operator koji povezuje baze: Sei = f i. Tada je
{Sx, Sy} = {Sxiei, Syjej}

= x∗i yj {f i,f j}
︸ ︷︷ ︸

=δij=(ei,ej)

= (xiei, yjej)

= (x,y)tj. S povezuje grupni i obi£ni skalarni produkt. Ako sada pomo¢u ovog opera-tora S de�niramo ekvivalentnu reprezentaiju U(g) ≡ S−1DS imamo
(
U(g)x, U(g)y

)
=

(
S−1D(g)Sx, S−1D(g)Sy

)

= {D(g)Sx, D(g)Sy} [S povezuje skalarne produkte℄
= {Sx, Sy} [D(g) je unitaran obzirom na grupni skalarni produkt℄
= (x,y) [S povezuje skalarne produkte℄Dakle U(g) je unitarna reprezentaija.Korak 2: Treba pokazati da je reduibilna unitarna reprezentaija uvijek pot-puno reduibilna. Ako je U(g) reduibilna to zna£i da postoji V1 takav da

∀x ∈ V1 i ∀g U(g)x ∈ V1.Izaberimo sada ortonormiranu bazu {ei} tako da {ei, i = 1, . . . , n} razapinju
V1, a {ei, i = n + 1, . . . , n+m} su preostali vektori koji kompletiraju bazu od
V . Vektori {ei, i = n+ 1, . . . , n+m} razapinju V2 � ortogonalni komplementod V1.Da bi se pokazala potpuna reduibilnost reprezentaije U(g) treba pokazati daje i V2 invarijantan na djelovanje reprezentaije tj. da ∀y ∈ V2 i ∀g vrijedi
U(g)y ∈ V2.Zbog unitarnosti U(g) vrijedi (U(g)y, U(g)x) = (y,x), za sve x i y pa onda iposebno za x = U(g)−1x′ ∈ V1 i y ∈ V2. Dakle, (U(g)y,x′) = (y, U(g)−1x′) =
0 zbog ortogonalnosti y i x. No zbog invarijantnosti V1 i x′ je element od V1.Dakle iz (U(g)y,x′) = 0 i usljed proizvoljnosti y ∈ V2 i x′ ∈ V1 slijedi da je i
V2 invarijantan. Q.E.D.- Osim za kona£ne grupe ovaj teorem vrijedi i za kontinuirane (Lieve) grupe akoimaju neko od slijede¢ih svojstava
• unitarnost (u drugom koraku dokaza nismo koristili kona£nost)
• kompaktnost, (1/g)∑g →

∫

g
dg

• povezanost, nekompaktnost i polujednostavnost (f. [5℄, p.79)De�niija 18 (Ireduibilna reprezentaija)Reprezentaija Γ na vektorskom prostoru V je ireduibilna (IRREP) ako Vnema invarijantnih potprostora izuzev {0} i samog sebe.Revision: 1.7 2_reprezentaije.tex Date: 2011-10-24



2.5. Reduibilnost reprezentaija 31- Identi�kaija svih mogu¢ih IRREPsa date grupe te rastav proizvoljne reprezentaijena direktni zbroj IRREPsa
Γ =

∑

i

⊕Γisu nam glavni zadai za slijede¢e poglavlje.Zadai2.1 Konstruirajte tri razli£ite jednodimenzionalne reprezentaije grupe C3.2.2 Pokaºite da je Γ∗ = {D(g)∗} reprezentaija ako je Γ = {D(g)} reprezentaija.2.3 Zbrajaju¢i dvije 1D reprezentaije od C2:
Γ1 = {1, 1} i Γ2 = {1,−1} (2.2)konstruirajte 2D reprezentaiju od C2.2.4 Dvije 2D reprezentaije od od C2 su

Γ1 =

{(
1 0
0 1

)

,

(
1 0
0 −1

)}

Γ2 =

{(
1 0
0 1

)

,

(
0 1
1 0

)}

.Konstruirajte njihov direktni zbroj i produkt.2.5 Pokaºite da
D(c) =

(
0 1
−1 −1

)generira 2D reprezentaiju grupe C3. Pokaºite da je ova reprezentaijaireduibilna nad poljem realnih brojeva.2.6 Uvjerite se da grupa R+\{0}, ·) moºe biti vjerno reprezentirana na 2D vek-torskom prostoru reduibilnom reprezentaijom
Γ = {D(g)} =

{(
1 ln g
0 1

)}Pokaºite da ova reprezentaija nije potpuno reduibilna.2.7 Pet funkija f(x, y)
{x4, x3y, x2y2, xy3, y4}£ine bazu peterodimenzionalnog vektorskog prostor V . Neka je Γ = {D(g)}reprezentaija grupe D3 na V de�nirana uobi£ajenim transformaijamadvodimenzionalnih vektora (x, y), kao u (2.1). To npr. zna£i:

D(c) : x3y 7→
(

x cos
2π

3
− y sin 2π

3

)3(

x sin
2π

3
+ y cos

2π

3

)

= −
√
3

16
x4 − 1

2
x3y − 3

√
3

8
x2y2 +

3
√
3

16
y4itd.Date: 2011-10-24 2_reprezentaije.tex Revision: 1.7



32 2. Reprezentaije grupaa) Odredite matriu D(b) u gornjoj bazi.b) Odredite matriu D(c) u gornjoj bazi..) Pokaºite da je Γ reduibilna tako ²to ¢ete identi�irati invarijantni pot-prostor od V .2.8 Neka je P operator projekije na potprostor V1 ⊂ V (dakle operator sasvojstvima Pv = v za v ∈ V1 i Pw = 0 za w iz ortogonalnog komplementaod V1 u V . O¢ito je P 2 = P . Pokaºite da je reprezentaija Γ = {D(g)}

• reduibilna ako i samo ako je PD(g)P = D(g)P , ∀g ∈ G, te
• potpuno reduibilna ako i samo ako je PD(g) = D(g)P , ∀g ∈ G.Primijenite ovo na zadatak 6.

Revision: 1.7 2_reprezentaije.tex Date: 2011-10-24



33
Poglavlje 3Svojstva ireduibilnihreprezentaija
3.1 Shurove leme i relaije ortogonalnostiSva klju£na svojstva ireduibilnih reprezentaija slijede iz dvije Shurove leme.Teorem 6 (Prva Shurova lema)Neka operator S povezuje dvije ireduibilne reprezentaije Γ = {D(g)} i Γ′ =
{D′(g)}:

SD(g) = D′(g)S ∀g ∈ G .Tada je ili S = 0 ili je S invertibilan i imamo
D(g) = S−1D′(g)Stj. dvije su reprezentaije ekvivalentne. (Mogu¢nost da je S singularan, ali ne inul-operator je isklju£ena.)

g

G

Γ

Γ’

D(g)

D’(g)

: V->V

:V’->V’

S

Dokaz∗:Date: 2011-10-24 3_irreps.tex Revision: 1.9



34 3. Svojstva ireduibilnih reprezentaija-Sx = y ∈ V ′-S(V ) = {Sx | x ∈ V } je potprostor od V ′ (Sva potrebna svojstva S(V )naslje�uje od V ′, a zatvorenost i egzistenija inverza su posljedie linearnostioperatora S.)-D′(g)Sx = SD(g)x ∈ S(V ) ⇒ S(V ) je invarijantni potprostor od V ′-Kako je {D′(g)} IRREP, ⇒ S(V ) = {0′} ili S(V ) = V ′1) S(V ) = {0′} ⇒ S = 02) S(V ) = V ′ tj. S je surjekija � Promotrimo Ker(S)- Ker(S) je potprostor od V (trivijalno, linearnost od S)- k ∈Ker(S) ⇒ SD(g)k = D′(g)Sk = 0′ ⇒ Dk ∈Ker(S) ⇒ Ker(S) jeinvarijantni potprostor; {D(g)} je IRREP ⇒ Ker(S)= {0} ili Ker(S)=V- Ker(S)= V ne moºe biti jer onda ne bi bilo S(V ) = V ′ ve¢ S(V ) = 0′- ⇒ Ker(S)= {0} pa je S i injekija te ima inverz ⇒ D(g) = S−1D′(g)STeorem 7 (Druga Shurova lema)Operator koji komutira sa svim operatorima neke ireduibilne reprezentaije jenuºno proporionalan jedini£nom operatoru (identiteti).
D(g)S = SD(g) ∀g ∈ G ⇒ S = λ1Dokaz:∗- ∃x 6= 0 | Sx = λx (Egzistenija barem jednog takvog vektora je ne sasvimtrivijalan rezultat iz linearne algebre: Egzisteniju garantira postojanje rje²enjakarakteristi£ne jednadºbe det(S − λ1) = 0, ²to je opet garantirano fundamen-talnim teoremom algebre, za λ ∈ C.)- ⇒ (S − λ1)x = 0 ⇒ (S − λ1) je singularna matria (neki vektor 6= 0preslikava u 0′ pa nije injekija)- No, [S − λ1, D(g)] = 0 ⇒ S − λ1 = 0 po prvoj lemi. Slijedi S = λ1.Relaije ortogonalnostiPromotrimo sada dvije IRREPs: Γα i Γβ. Ako je α 6= β podrazumijevamo dasu reprezentaije neekvivalentne.

D(α) : V (α) → V (α)

D(β) : V (β) → V (β)

A : V (β) → V (α) proizvoljni operatorRevision: 1.9 3_irreps.tex Date: 2011-10-24



3.1. Shurove leme i relaije ortogonalnosti 35De�nirajmo matriu:
B ≡

∑

g∈G

D(α)(g)AD(β)(g−1) ,gdje je A proizvoljna matria odgovaraju¢ih dimenzija. Pokazat ¢emo da Bzadovoljava pretpostavke Shurovih lema. Uzimimo proizvoljni element h ∈ G.Tada vrijedi:
D(α)(h)B =

∑

g

D(α)(h)D(α)(g)AD(β)(g−1)

=
∑

g

D(α)(hg)AD(β)(g−1)

= (zamjenom hg ≡ g′ , g−1 = g′−1h)

=
∑

g′

D(α)(g′)AD(β)(g′−1h)

=
∑

g′

D(α)(g′)AD(β)(g′−1)D(β)(h)

= BD(β)(h)U slu£aju α 6= β (Γα i Γβ nisu ekvivalentne), iz prve Shurove leme slijedi da je
B = 0. Ako je pak α = β, tj. D(α)(h) = D(β)(h) onda iz druge Shurove lemeslijedi B = λ1. Ove se dvije tvrdnje mogu kompaktno ujediniti u relaiju

B =
∑

g

D(α)(g)AD(β)(g−1) = λ
(α)
A δαβ1 ,odnosno, po komponentama,

∑

g

D
(α)
ir (g)ArsD

(β)
sl (g−1) = λ

(α)
A δαβ1il

A je bila proizvoljna matria. Uzmimo sada konkretnije na mjesto A matriu
A(j,k) koja je svugdje nula osim ²to joj je element A(j,k)

jk = 1:
A(j,k) =

· · · k · · ·
·
·
j
·
·
·











·
·

· · · 1 · · ·
·
·
·











A(j,k)
rs = δrjδskUpotrebom te matrie u gornjoj relaiji dobivamo

∑

g

D
(α)
ij (g)D

(β)
kl (g

−1) = λ
(α)
jk δ

αβ1il .Date: 2011-10-24 3_irreps.tex Revision: 1.9



36 3. Svojstva ireduibilnih reprezentaijaSada treba odrediti λjk. Stavimo ovdje α = β i uzmimo trag po il indeksima
∑

g

D
(α)
ij (g)D

(α)
ki (g−1) = λ

(α)
jk δ

αα dim(V (α)) ≡ λ(α)jk dαS druge strane, to je tako�er jednako
∑

g

D(g−1g)kj =
∑

g

1kj = δkj
∑

g

= δkjn .Ovdje je n red grupe G. Slijedi da je
λ
(α)
jk =

n

dα
δkj ,²to daje temeljni teorem o ortogonalnosti matria ireduibilnih reprezentaija:

∑

g

D
(α)
ij (g)D

(β)
kl (g−1) =

n

dα
δαβδilδkj .Nadalje, uvijek moºemo uzeti da je D(α)(g) unitarna matria

∑

g

D
(α)
ij (g)D

(β)
lk (g)∗ =

n

dα
δαβδilδkj .Stavimo ovdje α = β i promotrimo skup od d2α vektoraxij iz novog n-dimenzionalnogvektorskog prostora, £ije su komponente dane komponentamamatria reprezentaije:

xij ≡ (D
(α)
ij (g1), D

(α)
ij (g2), . . . , D

(α)
ij (gn))(Ne mije²ati ovaj prostor s V α koji je dimenzije dα!) Zbog

∑

g

D
(α)
ij (g)D

(α)
lk (g)∗ = (xlk,xij) =

n

dα
δilδkjvektori xij su me�usobno ortogonalni.Za neku drugu ireduibilnu reprezentaiju Γ(α′) imamo novih d2α′ vektora koji suortogonalni me�usobno, ali i obzirom na prvih d2α vektora. Tre¢a IRREP dajenovih d2α′′ itd. No, maksimalan broj ortogonalnih vektora u n-dimenzionalnomvektorskom prostoru je n

∑

α

d2α ≤ npa kako je svaka IRREP barem 1D imamo ∑

α dα ≤ n tj. broj IRREPsa jemanji ili jednak broju elemenata grupe..�tovi²e, vrijedi (vidi literaturu):
∑

α

d2α = nDa bismo odredili broj IRREPsa grupe, treba nam pojam karaktera reprezentaije.Revision: 1.9 3_irreps.tex Date: 2011-10-24



3.1. Shurove leme i relaije ortogonalnosti 37De�niija 19 (Karakter reprezentaije)Karakter χ reprezentaije Γ = {D(g)} grupeG je skup χ = {χ(g) = TrD(g) | g ∈
G}.Svojstva:- TrSD(g)S−1 = TrD(g) - zbog ikli£nosti traga ⇒ ekvivalentne REP imajuiste karaktere- Bez dokaza: vrijedi i obrat: isti karakteri ⇒ ekvivalentne REP (Ali taj obratse ne poop¢uje na beskona£ne kontinuirane grupe, osim ukoliko nisu kompaktne,vidi [5℄ p. 302)- χ(g) = TrD(g) = TrD(h)D(g)D−1(h) = TrD(hgh−1)→ konjugirani elementiimaju iste karaktere (Oprez: Treba razlikovati karakter reprezentaije χ odnjegove komponente χ(g) koju isto £esto zovemo karakter � karakter elementa.)- za unitarnu REP χ(g−1) = TrD(g−1) = TrD† = χ∗(g)Teorem o ortogonalnosti /δijδkl

∑

g

χ(α)(g)χ(β)(g)∗ =
n

dα
δαβδikδki =

n

dα
δαβdα = nδαβDe�niramo li skalarni produkt karaktera

(χ, φ) ≡ 1

n

∑

g

χ(g)φ(g)∗ = (φ, χ) ,imamo
(χ(α), χ(β)) = δαβtj. karakteri neekvivalentnih IRREPsa su ortonormirani.Neka je sada ki broj elemenata u i-toj klasi konjugaije grupe G. Tada, budu¢ida su karakteri svih elemenata jedne klase konjugaije isti imamo

(χ(α), χ(β)) =
1

n

k∑

i=1

kiχ
(α)
i χ

(β)∗
i = δαβ .²to je iskaz ortogonalnosti vektora u k-dimenzionalnom vektorskom prostoru,gdje su sada vektori

χ(α) = (χ
(α)
1 , χ

(α)
2 , . . . , χ

(α)
k )Svaka IRREP daje jedan takav k-dimenzionalni vektor. Istim logi£kim slijedomkao i ranije ova ortogonalnost vodi na zaklju£ak da je broj IRREPsa manji ilijednak broju klasa konjugaije. �tovi²e, vrijedi (vidi literaturu) ortogonalnostvektora:

χi = (χ
(α)
i , χ

(β)
i , . . .)tj.

1

n

∑

α

kiχ
(α)
i χ

(α)∗
j = δijDate: 2011-10-24 3_irreps.tex Revision: 1.9



38 3. Svojstva ireduibilnih reprezentaija²to na isti na£in daje suprotnu nejednakost da je broj klasa konjugaije manjiili jednak broju IRREPsa. Dakle, broj IRREPsa je upravo jednak broju klasakonjugaije!3.2 Tablie karakteraTablia karaktera neke grupe je tablia struktureKlase konjugaijeIRREPs χOna £esto daje dovoljno informaija za prakti£ne primjene, a moºe se pomo¢uslijede¢ih pravila konstruirati i bez ekspliitnog poznavanja matria reprezentaije.Pravila za konstrukiju tablie karaktera1. Broj ireduibilnih reprezentaija jednak je broju klasa konjugaije grupe.Iz ovoga slijedi da tablia ima jednak broj redova i stupaa. Broj klasapronalazimo "pje²ke," analizom grupe.2. ∑

α d
2
α = n £esto ima jedinstveno rje²enje koje odre�uje dimenzionalnosti

dα ireduibilnih reprezentaija.3. Jedini£ni element grupe je klasa za sebe, a reprezentiran je uvijek je-dini£nom matriom D(α)(e) = 1 £iji je karakter χ(α)(e) = dα. Ovoodre�uje jedan (konvenionalno prvi) stupa tablie.4. Uvijek postoji trivijalna jednodimenzionalna ireduibilna reprezentaija
D(g) = χ(g) = 1 ∀g ∈ G. Dakle jedan red (konvenionalno prvi) sesastoji od samih jedinia.5. Za jednodimenzionalne reprezentaije vrijedi D(g) = χ(g) pa sami karak-teri reprezentiraju grupu i njihovo mnoºenje mora odraºavati mnoºenjeodgovaraju¢ih elemenata grupe.6.

k∑

i=1

kiχ
(α)
i χ

(β)∗
i = nδαβ(Redovi tablie su ortogonalni i, kad se uzmu u obzir teºinski faktori ki,normirani su na n)7.

k∑

α=1

kiχ
(α)
i χ

(α)∗
j = nδij(Stupi tablie su ortogonalni i, kad se uzmu u obzir teºinski faktori ki,normirani su na n)Revision: 1.9 3_irreps.tex Date: 2011-10-24



3.2. Tablie karaktera 39Pravila je najbolje primjenjivati po redu jer su ona s ve¢im rednim brojem teºaza primjenu i rje�e nuºna za kompletiranje tablie.Primjer 21 (D3)Klase konjugaije su (vidi raniji primjer iz odjeljka 1.2):
K1 = {e}

K2 = {c, c2}

K3 = {b, bc, bc2}1. pravilo ⇒ 3 IRREPsa2. ⇒ ∑3
α=1 d

2
α = d21 + d22 + d23 = n = 6

⇒ d1 = d2 = 1, d3 = 23. ⇒ prvi stupa: 1, 1, 24. ⇒ prvi red: 1, 1, 1
K1 2K2 3K3

Γ1

Γ2

Γ35. χ(2)(b)χ(2)(c) = χ(2)(bc), χ(b) = χ(bc)
⇒ χ(c) = 1
χ(b)χ(b) = χ(b2) = χ(e) = 1 ⇒ χ(b) = ±16. Kad bi bilo χ(2)(b) = 1 prva dva reda bi bila jednaka, a ne ortogonalna.
⇒ χ(2)(b) = −1.
∑3

i=1 kiχ
(3)
i χ

(1)∗
i = 2 + 2a+ 3b = 0

∑3
i=1 kiχ

(3)
i χ

(2)∗
i = 2 + 2a− 3b = 0

⇒ a = −1, b = 0- obi£no se za ozna£avanje IRREPsa i klasa koriste kristalografske oznake izpriloga.E 2C3 3C2

A1 1 1 1
A2 1 1 -1
E 2 -1 0Primjer 22 (C3)Abelova grupa, svaki element je klasa : e, c, c2Dakle, tri klase i d21 + d22 + d23 = n = 3 pa su sve tri IRREP 1D.Prvi red i prvi stupa: sve jedinie5. pravilo: χ(c)3 = χ(c3) = χ(e) = 1 ⇒ χ(c) = exp(2πik/3), k = 0, 1, 2Date: 2011-10-24 3_irreps.tex Revision: 1.9



40 3. Svojstva ireduibilnih reprezentaija
χ(c) = 1, ω = e2πi/3, ω2E c = C3 c2 = C2

3

D(1) 1 1 1
D(2) 1 ω ω2

D(3) 1 ω2 ω- provjeriti ortogonalnost
ω2 = ω∗ ⇒ D(2) i D(3) su kompleksno konjugirane reprezentaije. (Sve smoto ve¢ vidjeli ranije u vjeºbama.)Zgodno je uo£iti da neabelovska grupa D3 ima i dvodimenzionalnu, dakle ma-tri£nu, ireduiblinu reprezentaiju. To je logi£no jer neabelovsko svojstvo nemoºe biti vjerno reprezentirano jednodimenzionalnim reperezentaijama.3.3 Dekompoziija reduibilnih reprezentaijaUzmimo neku reprezentaiju Γ. Po de�niiji,

Γ = Γ(1) ⊕ Γ(2) ⊕ · · · =
∑

α

aαΓ
αgdje su Γα IRREPsi i gdje je aα multipliitet (broj pojavljivanja) IRREPsa Γαu Γ.Tr / ⇒ χi =

∑

α aαχ
(α)
i ∀i

∑k
i=1 kiχ

(β)∗
i / ⇒

∑k
i=1 kiχiχ

(β)∗
i =

∑

α aα
∑k

i=1 kiχ
(α)
i χ

(β)∗
i =

∑

α aαnδ
αβ = naβ

aα =
1

n

k∑

i=1

kiχiχ
(α)∗
i = (χ(α), χ)Primjer 23 (REP ΓV od D3 na 3D euklidskom prostoru)Pod ΓV misli se "vektorska" REP, tj. REP koja djeluje na pravim 3D vektorima,za razliku od "nepravih" aksijalnih pseudovektora. DV (e) = diag(1, 1, 1)

DV (c) =





−1/2 −
√
3/2 0√

3/2 −1/2 0
0 0 1



DV (b) =





−1 0 0
0 1 0
0 0 −1



 - rotaija za π oko y... je reduibilna reprezentaija. Koji je njen rastav na IRREPse? χ = (3, 0,−1)

aA1
= (χ, χ(A1)) = 1

n

∑3
i=1 kiχiχ

(A1)∗
i = 1

6 (1 · 3 · 1 + 2 · 0 · 1 + 3 · (−1) · 1) = 0

aA2
= (χ, χ(A2)) = 1

6 (1 · 3 · 1 + 2 · 0 · 1 + 3 · (−1) · (−1)) = 1

aE = (χ, χ(E)) = 1
6 (1 · 3 · 2 + 2 · 0 · (−1) + 3 · (−1) · 0) = 1Revision: 1.9 3_irreps.tex Date: 2011-10-24



3.4. Primjena: Dipolni momenti kristala 41
ΓV = A2 ⊕ EKoji su invarijantni potprostori?
V (A2) je o£ito razapet vektorom ẑ, a x̂ i ŷ razapinju 2D potprostor V (E).(Primijetite razliku prema C3 kod koje je svaki vektor v = aẑ invarijantan. →dipolni momenti.)Direktan zbroj dviju IRREPsa je po de�niiji reduibilna REP. �to je s direkt-nim produktom?Pokazali smo ranije da je direktan produkt dviju reprezentaija Γ(1)⊗Γ(2) grupeG tako�er reprezentaija grupe G. Ona je u op¢enitom slu£aju reduibilna:

Γ(α) ⊗ Γ(β) =
∑

⊕ aγΓ(γ) - Clebsh-Gordanov razvojKarakter direktnog produkta je produkt karaktera (o£ito ako pogledamo ma-tri£ni izgled direktnog produkta).⇒
aγ = (χ(γ), χ(α)χ(β))Primjer 24 (E ⊗ E u D3)

χ(E) = (2,−1, 0) ⇒ χ(E ⊗ E) = (4, 1, 0)

aA1
= 1

6 (1 · 1 · 4 + 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · 0) = 1

aA2
= 1

6 (1 · 1 · 4 + 2 · 1 · 1 + 3 · (−1) · 0) = 1

aE = 1
6 (1 · 2 · 4 + 2 · (−1) · 1 + 3 · 0 · 0) = 1

E ⊗ E = A1 ⊕A2 ⊕ E3.4 Primjena: Dipolni momenti kristalaDa bi kristal mogao imati permanentni magnetski ili elektri£ni dipolni momentte veli£ine moraju biti invarijantne na grupu G simetrije kristala.Dipolni momenti su vektori 3D euklidskog vektorskog prostora. Slijedi da jeza egzisteniju dipolnih momenata nuºno postojanje vektora invarijantnih nadjelovanje grupe.Npr. za kristal s C3 simetrijom vektor P je invarijantan i to moºe biti smjerdipolnog momenta takvog kristala. P 6= 0 ne naru²ava C3 simetriju.P
Date: 2011-10-24 3_irreps.tex Revision: 1.9



42 3. Svojstva ireduibilnih reprezentaijaS druge strane, ve¢a D3 simetrija ukida takvu mogu¢nost. b-rotaija mijenja
P → −P pa bi P 6= 0 naru²ilo simetriju.P

b
P 0 6= PSimetri£ni kristal ne moºe "proizvesti" nesimetri£ni dipolni moment.Grupno-teorijski iskaz ovog: Reprezentaija grupe G na vektorskom prostoru(potenijalnih) vektora dipolnog momenta mora biti trivijalna tj. identiteta:

D(g) = 1 ∀g ∈ G .Dakle, da bi kristal mogao imati P 6= 0, reprezentaija grupe G na 3D euklid-skom vektorskom prostoru mora u svojoj dekompoziiji na IRREPse sadrºavatiidentitetu.Vidjeli smo u pro²lom odjeljku da je REP ΓV od D3 na 3D euklidskom vek-torskom prostoru
ΓV = A2 ⊕ E .Nema A1 (identitete) ⇒ nema dipolnog momenta.S druge strane, za C3 imamo (D.Z.)
ΓV = A1 ⊕ E .

⇒ postoji mogu¢nost dipolnog momenta.Aksijalni vektoriKad grupa pored rotaija sadrºi i re�eksije (σ, Sn, i) treba uzeti u obzir £injeniuda je magnetski momentM aksijalni vektor (vidi Dodatak 3.7) koji se pri takvimtransformaijama pona²a obrnuto od obi£nog (polarnog) vektora elektri£nogdipolnog momenta:Revision: 1.9 3_irreps.tex Date: 2011-10-24



3.4. Primjena: Dipolni momenti kristala 43
+

-

�h
+

-P �P

+

M
+

M�h

+

�vP

+

M
�M

-

+ P
-

+

�v

(D.Z. Razmislite za²to ogledalo izvr¢e lijevo-desno, a ne i gore-dolje? kad je
σvogledalo u x − z ravnini : (x, y, z)→ (x,−y, z)?)
Primjer 25 (Kristal s C3v simetrijom)Grupa C3v je izomorfna grupi D3, jedino ²to b nije rotaija za π/2 oko horizon-talne osi ve¢ re�eksija oko vertikalne ravnine koja sadrºi C3 os.Reprezentaija elemenata e, c i c2 je kao na strani 18,

D(c) =





−1/2 −
√
3/2 0√

3/2 −1/2 0
0 0 1



 , . . .s karakterima χV (e) = dimΓV = 3, χV (c) = 0, a ako osi izberemo kao na sliiDate: 2011-10-24 3_irreps.tex Revision: 1.9



44 3. Svojstva ireduibilnih reprezentaija
�v = b ravnina

x
y

onda je
DV (b) =





−1 0 0
0 1 0
0 0 1



s karakterom χV (b) = 1.(Za D3 grupu bi bilo DV (b) = diag(−1, 1,−1), s karakterom χV (b) = −1.)Kako je grupa izomorfna grupi D3 ima istu tabliu karaktera (usput, obrat nevrijedi, Q i Td imaju iste tablie, a nisu izomorfne). Dakle, imamo:E 2C3 3C2

A1 1 1 1
A2 1 1 -1
E 2 -1 0
ΓV 3 0 1Iz ovog onda slijedi

ΓV = A1 ⊕ E- U rastavu se javlja A1 ⇒ mogu¢ je permanentni elektri£ni dipolni moment.Za aksijalne vektore, reprezentaije elemenata e, c, c2 su iste kao i gore, ali za
DA(b) imamo suprotno od DV (b):

DA(b) =





1 0 0
0 −1 0
0 0 −1



s karakterom χA(b) = −1. (Oblik matrie se moºe na¢i i iz razmatranja djelo-vanja σv na aksijalni vektor c = a × b gdje su a i b pravi vektori: σv :
(ax, ay, az)→ (−ax, ay, az), σv : (bx, by, bz)→ (−bx, by, bz) ⇒ σv : (cx, cy, cz)→
(cx,−cy,−cz).)Dakle, ukupni karakter je χA = (3, 0,−1) odnosno

ΓA = A2 ⊕ ETu nema identitete A1 pa ne moºe biti ni permanetnog magnetskog dipolnogmomenta.Revision: 1.9 3_irreps.tex Date: 2011-10-24



3.5. Primjena: Degeneraija i ijepanje energijskih nivoa 453.5 Primjena: Degeneraija i ijepanje energijskihnivoaTransformaije u kvantnoj mehanii:
ψ′ = Uψ za stanja � vektore
A′ = U−1AU za operatore

U � operator transformaije. Kvantnomehani£ki sustav, zadan hamiltonijanom
H0, je simetri£an obzirom na skup transformaija {U(g1), U(g2), . . . , U(gn)} akotransformaije ne mijenjaju hamiltonijan (on, moºemo re¢i, putem Shrödingerovejednadºbe de�nira �izgled" sustava)

U−1(g)H0U(g) = H0 ∀g ∈ {g1, . . . , gn} .Ekvivalentno, tada U(g) i H0 komutiraju:
H0U(g) = U(g)H0 ∀g ∈ {g1, . . . , gn} .Skup svih operatora s ovim svojstvom £ini grupu (provjerite!) tj. reprezentaijugrupe G = {g1, . . . , gn} na prostoru kvantnomehani£kih stanja.Stanje sustava s dobro de�niranom energijom ψn(x) zove se staionarno stanjei dano je kao rje²enje vremenski neovisne Shrödingerove jednadºbe

H0ψn(x) = Enψ(x) .Energija transformiranih stanja ψ′
n(x) = U(g)ψn(x) je odgovaraju¢a svojstvenavrijednost hamiltonijana

H0ψ
′
n(x) = H0U(g)ψn(x) = U(g)H0ψn(x) = U(g)Enψn(x) = Enψ

′
n(x) .Dakle sva stanja ψ′

n(x) = U(g)ψn(x), ∀g imaju istu energiju En. Pojavu kadvi²e stanja ima istu energiju nazivamo degeneraija.Skup stanja {U(g)ψn(x) | g ∈ G} dobivenih transformaijama datog stanja
ψn(x) razapinje potprostor vektorskog prostora svih stanja sustava. On je pode�niiji invarijantan na djelovanje reprezentaije {U(g)}. Tako�er, reprezentaija
{U ′(g)} dobivena redukijom reprezentaije {U(g)} na ovaj potprostor je ire-duibilna ²to slijedi iz na£ina na koji smo konstruirali potprostor. Takav pot-prostor naziva se multiplet∗.Dakle, poznavaju¢i sve IRREPse grupe simetrija nekog kvantnomehani£kog sus-tava moºemo odrediti mogu¢nosti degeneraije njegovih stanja � one su jednakedimenzionalnostima IRREPsa.Primjer 26 (oktahedralna grupa O)- IRREPsi: A1, A2

︸ ︷︷ ︸

1D

, E
︸︷︷︸

2D

, T1, T2
︸ ︷︷ ︸

3D- ⇒ o£ekujemo jedno-, dvo- i trostruko degenerirane nivoe.
∗�esto ze izraz multiplet koristi i za samu bazu ovog potprostora.Date: 2011-10-24 3_irreps.tex Revision: 1.9



46 3. Svojstva ireduibilnih reprezentaija
ψT1,1, ψT1,2, ψT1,3

ψ′
A2

ψA1

ψE,1, ψE,2

ψA2

ψ′
A2

i ψA2
su linearno neovisne funkije. Prona�emo li neki nivo s prevelikomdegeneraijom, npr

ψE,1, ψE,2, ψA1to gotovo uvijek zna£i da nismo dobro identi�irali grupu simetrija tj. da sustavima ve¢u simetriju nego ²to smo mislili.Primjer 27 (Vodikov atom)Staionarna stanja su ψnlm(x). G=SO(3) � sferna simetrija. U 6. poglavlju¢emo vidjeti da su multipleti oblika
{ψnl(−l), ψnl(−l+1), . . . , ψnll} (2l + 1 stanja) .

⇒ o£ekujemo (2l + 1)-struko degenerirane nivoe za svaki l. No, znamo da jezapravo degeneraija n2-struka. Svaka ljuska ima n2 stanja energije
En ∝

1

n2
neovisno o l�Slu£ajna� degeneraija nivoa s razli£itim l. U 6. poglavlju ¢emo vidjeti da jerazlog tome postojanje ve¢e simetrije SO(4)=SO(3)⊗SO(3).Cijepanje energijskih nivoaZamislimo sada da neka smetnja V promijeni hamiltonijan

H0 → H = H0 + V ,tako da je ukupni hamiltonijan H invarijantan na manju grupu H < G. (Npr.slabo elektri£no polje u Starkovom efektu mijenja Hamiltonijan vodikovog atomatako da mu doda £lan proproionalan elektri£nom polju i od originalne sfernesimetrije preostaje samo aksijalna.)IRREPsi od G nisu nuºno i IRREPsi od H . Smanjenje broja transformaija
U(h), h ∈ H moºe u£initi da neki potprosotri postanu invarijantni iako nisu biliinvarijantni na potpun skup transformaija U(g), g ∈ G. Tako su neke IRREPsod G reduibilne obzirom na H i nema razloga da nivoi koji odgovaraju doti£nimIRREPsima od G ostanu degeneriraniRevision: 1.9 3_irreps.tex Date: 2011-10-24



3.5. Primjena: Degeneraija i ijepanje energijskih nivoa 47
IRREP

(G)

IRREP
(H)

IRREP
(H)

IRREP
(H)

1

2

3Poznavaju¢i dekompoziiju IRREP (G) na IRREP (H)

IRREP (G) = (reduibilna REP)(H) = IRREP
(H)
1 ⊕ IRREP (H)

2 ⊕ · · ·moºemo odrediti strukturu ijepanja. Za odre�ivanje iznosa ijepanja koriste semetode kvantnomehani£kog ra£una smetnje.Primjer 28 (Cijepanje T -nivoa tetrahedralne grupe T )Karakter T -nivoa tetrahedralne grupe jeE 3C2 4C3 4C′
3

T 3 -1 0 0Neka npr. sada kristal doºivi fazni prijelaz tako da se simetrija smanji a) T → D2ili b) T → C3v. Pogledajmo ²to se doga�a s gornjim £etverostruko degeneriranimnivoom.a)
E Cz2 Cy2 Cx2

A1 1 1 1 1
B1 1 1 -1 -1
B2 1 -1 1 -1
B3 1 -1 -1 1
T 3 -1 -1 -1Uobi£ajenim metodama dekompoziije reduibilnih reprezentaija dobivamo:

T = a1A1 ⊕ b1B1 ⊕ b2B2 ⊕ b3B3

a1 =
1

n

∑

k

χ(A1)(k)χ(T )∗(k) =
1

4

(
1 · 3 + 1 · (−1) + 1 · (−1) + 1 · (−1)

)
= 0

b1 = b2 = b3 = 1

⇒ T = B1 ⊕B2 ⊕B3Dakle degeneraija je potpuno ukinuta
T

(T)

B
(D )
1 2

B
(D )

2

B
(D )

2

2

3Date: 2011-10-24 3_irreps.tex Revision: 1.9



48 3. Svojstva ireduibilnih reprezentaijab) Isti postupak daje
T = A2 ⊕ E ,tj. degeneraija je samo djelomi£no ukinuta.

T
(T)

A2

(C3v )

E
(C3v )3.6 Dodatak: Kristalografske oznakeIreduibilne reprezentaije Γ(α) se obi£no ozna£avaju velikim slovima i totako da se 1D reprezentaije ozna£avaju slovima A i B, 2D reprezentaijeslovom E, 3D reprezentaije slovom T itd. Par kompleksno konjugiranih 1Dreprezentaija se smatra jednom 2D reprezentaijom (jer ih povezuje vremenskainverzija) tako da se one udruºuju viti£astom zagradom i ozna£avaju s E.Klase konjugaije se obi£no ozna£avaju simbolom mCn gdje je m broj eleme-nata klase, a Cn tipi£ni predstavnik klase ozna£en Shön�iesovim simbolom:

E = identiteta
Cn = rotaija za 2π/n
σ = re�eksija preko ravnine
σh = re�eksija preko �horizontalne� ravnine tj. ravnine okomite da os najve¢erotaijske simetrije
σv = re�eksija preko �vertikalne� ravnine tj. ravnine koja sadrºi os najve¢erotaijske simetrije
σd = re�eksija preko �dijagonalne� ravnine tj. ravnine koja sadrºi os najve¢erotaijske simetrije i raspolavlja kut izme�u dvije C2 osi okomite na tu os.(Speijalni slu£aj σv.)
Sn = rotaija za 2π/n kombinirana s re�eksijom preko ravnine okomite naos te rotaije (Ove dvije operaije komutiraju.)
i = S2 = inverzija r → −rTo£kaste grupe kristala se ozna£avaju slijede¢im Shön�iesovim oznakama:
Cn = grupe s jednom Cn osi simetrije
Cnv = grupe s jednom Cn osi i n σv re�eksijskih ravnina
Cnh = Cn os, σh re�eksija + dodai
Sn = Sn os
Dn = Cn os i n C2 osi okomitih na nju
Dnd = elementi od Dn i σd ravnine re�eksije
Dnh = elementi od Dn i σh ravnina re�eksije
T = tetrahedralna grupa
O = oktahedralna grupa
· · · · · · itd. vidi literaturuRevision: 1.9 3_irreps.tex Date: 2011-10-24



3.7. Dodatak: Aksijalni vektori (pseudovektori) 493.7 Dodatak: Aksijalni vektori (pseudovektori)Aksijalni ili pseudovektori su objekti koji se pri rotaijama transformiraju istokao i obi£ni (tzv. polarni) vektori, ali pri re�eksijama i inverzijama imaju jo² idodatnu promjenu predznaka.Inverzija obi£nim vektorima u 3D euklidskom prostoru mijenja predznak i : r →
−r i moºe se reprezentirati dijagonalnom matriom i = −1 = diag(−1,−1,−1).No, vektorski produkt dvaju polarnih vektora, npr. vektora poloºaja r i impulsa
p posljedi£no ne mijenja predznak:

L ≡ r × p i−→ (−r)× (−p) = r × p = L ,²to zna£i da je L (moment impulsa) aksijalni vektor. (U �zii su veli£ine kojeopisuju rotaije, poput momenta impulsa ili momenta sile, £esto reprezentiraneaksijalnim vektorima. Isto vrijedi za veli£ine vezane uz magnetizam koji jeobi£no rezultat kruºenja (mikro ili makro) struja.)Da bi se naglasila njihova razli£itost, ponegdje u literaturi se aksijalne vektorene rta kao usmjerene rte (strelie), ve¢ kao rte s �aksijalnim streliama� (f.[7℄ p. 186)
polarni vektor aksijalni vektorSli£no de�niramo pseudoskalarne veli£ine kao one koje su skalari obzirom narotaije, ali mijenjaju predznak pri re�eksijama i inverzijama. Npr. mije²aniprodukt polarnih vektora je pseudoskalar:

P = (r1 × p) · r2 i−→ −(r1 × p) · r2 = −PMagnetski moment, de�niran kao M = 1
2

∫
r ⊗ JdV za gusto¢u struje J ,odnosno kaoM = 1

2qr ⊗ v za to£kasti naboj q, je dakle aksijalni vektor.Za jo² detalja o pseudovektorima i drugim pseudo-veli£inama vidi npr. [8℄.Zadai3.1 Konstruirajte 2D IRREP grupe D3 koja djeluje na x−y ravnini i provjeritetemeljni teorem o ortogonalnosti.3.2 Pokaºite da su sve IRREP Abelovih grupa jednodimenzionalne.Date: 2011-10-24 3_irreps.tex Revision: 1.9



50 3. Svojstva ireduibilnih reprezentaija3.3 Pokaºite da je nuºan i dovoljan uvjet ireduibilnosti reprezentaije Γ s karak-terima χi tzv. Frobeniusov kriterij
∑

i

ki|χi|2 = n ,gdje je ki broj elemenata u klasi konjugaije i.3.4 Konstruirajte tabliu karaktera za grupu D43.5 Pokaºite da je direktni produkt dvije 1D IRREP uvijek IRREP.3.6 Izrazite reprezentaiju Γ grupe C4v koja ima karaktere
χ(E) = 5 , χ(C2) = 1 , χ(C4) = −1 , χ(σv) = 1 , χ(σd) = −3 ,kao zbroj IRREPsa.

Revision: 1.9 3_irreps.tex Date: 2011-10-24



51
Poglavlje 4Simetrije u klasi£noj ikvantnoj mehanii
4.1 Transformaije i tenzoriDe�niija 20Fizikalna veli£ina je invarijantna na neku transformaiju ako se pri toj transfor-maiji ne mijenja.Jednadºba koja opisuje �zikalni sustav je kovarijantna na neku transformaijuako se pri toj transformaiji njen oblik ne mijenja.Primjer: masa i naboj su invarijantne na rotaije.Primjer: Newtonove jednadºbe za sustav dva tijela koja gravitiraju

m1r̈1 = G
m1m2

|r2 − r1|3
(r2 − r1) (4.1)

m2r̈2 = G
m1m2

|r1 − r2|3
(r1 − r2) (4.2)su kovarijantne pri rotaijama. Uvjerimo se u to. Rotiramo za neki kut:

(r1)i → (r′1)i =
∑

j

Rij(n̂, θ)(r1)j , (po komponentama)tj. r1 → r′1 = R(n̂, θ)r1 , (matri£no)i isto za r2.Ovdje je R(n̂, θ) standardna matria rotaije u trodimenzionalnom prostoru,npr. za rotaiju oko z-osi
R(ẑ, θ) =





cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1



 . (4.3)Date: 2012-02-24 4_klasina.tex Revision: 1.2



52 4. Simetrije u klasi£noj i kvantnoj mehaniiSada iz (4.1) slijedi da je u transformiranim koordinatama jednadºba za npr.
r′1

m1r̈
′
1 = m1Rr̈1

= G
m1m2

|r2 − r1|3
(Rr2 −Rr1)

= G
m1m2

|r2 − r1|3
(r′2 − r′1)

= G
m1m2

|r′2 − r′1|3
(r′2 − r′1) ,i isto za r′2, gdje smo radi jednostavnosti prestali pisati argumente matrierotaije R = R(n, θ). Dakle, jednadºbe zarotiranog sustava imaju isti oblik(kovarijantne su) premda su konkrentne vektorske veli£ine u njima razli£ite tj.

r′1,2 6= r1,2.Ova i daljnja diskusija podrazumijevaju da govorimo o aktivnim transforma-ijama koje djeluju na sam �zikalni sustav. U pasivnom pristupu u kojemtransformiramo samo koordinatni sustav ovako napisane jednadºbe su invar-ijantne jer ako r i F promatramo kao elemente vektorskog prostora, a ne kaotrojke koordinata tih vektora u nekoj bazi, onda rotaija koordinatnog sustavane mijenja same vektore i ono sto je onda kovarijantno je zapis tih jednadºbipo komponentama:
mẍi = Fi .Kako prepoznajemo kovarijantne jednadºbe?

∇×B = J +
∂E

∂t
ima oblik vektor=vektor + vektor

∇ ·E = ρ ima oblik skalar=skalar�to je skalar? �to je vektor?Za razmatranje kovarijantnosti jednadºbi pri rotaijama odre�uju¢e svojstvovektora nije to ²to je on opisan trojkom brojeva ili to ²to je on element nekogvektorskog prostora ve¢ je klju£no na koji se na£in on transformira pri rotai-jama:
�(x)

�0(x0)
� x

x0 E(x)
E0(x0)

� x
x0

Revision: 1.2 4_klasina.tex Date: 2012-02-24



4.1. Transformaije i tenzori 53
ρ(r)→ ρ′(r′) = ρ(r) : skalar

Ei(r)→ E′
i(r

′) =
∑

j

RijEj(r) : vektor ,gdje je Rij ista matria (poput (4.3)) koja rotira vektor poloºaja r.Ovo se poop¢uje na veli£ine sa sloºenijim transformaijskim svojstima, tenzore.De�niija 21Tenzor n-tog ranga (pri rotaijama) jest veli£ina T koja se transformira kao
Ti1i2...in(r)→ T′

i1i2...in(r
′) =

∑

j1,j2,...,jn

Ri1j1Ri2j2 . . . RinjnTj1j2...jn(r) .Primjeri:
• skalari su tenzori nultog ranga
• vektori su tenzori prvog ranga.
• "Ohmov zakon" u neizotropnom sredstvu (npr. kristalu):

ji =
∑

j

σijEj

σij � tenzor elektri£ne vodljivosti (tenzor drugog ranga)
• Fµν � tenzor elektromagnetskog polja (tenzor drugog ranga, ali obziromna Lorentzove transformaije)
• Zakrivljenost n-dimenzionalnih ploha se standardno opisuje tzv. Rieman-novim tenzorom Rabcd (tenzor £etvrtog ranga)Komponente tenzora drugog ranga moºemo prikazati matriom.Tenzorsko svojstvo je vezano uz tip transformaije. Tako postoje npr. Lorent-zovi vektori (£etvero-vektori), izovektori, itd. Kad se tip transformaije ne spei-�ira misli se na rotaije (gornji vektori su vektori obzirom na rotaije).Da bi jednadºba bila kovarijantna svi njeni £lanovi se moraju transformiratina isti na£in. (Kaºemo: moraju se transformirati kovarijantno.) To zna£ida moraju pripadati istoj reprezentaiji grupe transformaija. ("Pripadati" usmislu da na svakog djeluje ista reprezentaija. Nisu oni sami reprezentaije!)Napomena: Pojmovi kovarijantnosti i kontravarijantnosti komponenata vektorai tenzora koje sre¢emo u teoriji relativnosti (�gornji� i �donji� indeksi, vidi sli-jede¢i odjeljak), a zapravo potje£u iz diferenijalne geometrije nemaju veze sovom kovarijantnosti. To su samo homonimi.Date: 2012-02-24 4_klasina.tex Revision: 1.2



54 4. Simetrije u klasi£noj i kvantnoj mehaniiKakve su posljedie kovarijantnosti jednadºbi gibanja na njihova rje²enja?Pojedina rje²enja sama za sebe naravno nisu invarijantna, ali kovarijantnostjednadºbi gibanja impliira da transformaijom rje²enja dobijemo tako�er dobrorje²enje.Primjer: dva gravitiraju¢a tijela s reduiranom koordinatom r = r1 − r2.Rje²enje jednadºbi gibanja je funkija r(t) � elipsa u prostoru. Me�utim,translatirana elipsa r1,2(t)+a i zarotirana elipsa Rr1,2(t) su isto dobra rje²enjaza svaki a i R u ²to se lako uvjerimo uvr²tavanjem u Newtonove jednadºbe.To da translaijom (rotaijom) rje²enja tako�er dobijemo rje²enje je posljediahomogenosti (izotropije) prostora.Provedemo li unatrag ovaj logi£ki sljed vidimo da homogenost (izotropija) pros-tora zahtjeva da jednadºbe gibanja budu kovarijantne obzirom na translaije(rotaije).Protuprimjer: vremenska inverzija (diskretna grupa = Z2)S jedne strane gornje Newtonove jednadºbe su kovarijantne i obzirom na vre-mensku inverziju. I stvarno, vremenski invertirano rje²enje dvaju gravitiraju¢ihtijela u gibanju je tako�er dobro rje²enje tj. mogu¢i slu£aj u prirodi. No, vre-menska inverzija plina koji slobodno izlazi iz plinske boe nije mogu¢ doga�aj²to ukazuje na to da priroda nije simetri£na na vremensku inverziju i jednadºbekoje opisuju ekspanziju plina ne bi smjele biti kovarijantne na takvu inverziju.Koje su to jednadºbe? (→Problem strijele vremena.)4.2 Tenzori kao matemati£ki strojevi∗Tenzore moºemo promatrati kao neku vrstu matemati£kih strojeva £iji �input�su jedan ili vi²e vektora, a �output� vektor ili skalar.Prakti£no, problemi kojima se bavimo se gotovo uvijek daju formulirati u obliku�Znamo te i te vektore koji opisuju sustav. Koliki je s ili v tog sustava? �, gdjesu s i v neki zanimljivi skalari ili vektori (energija, impuls, poloºaj, . . . ).Ozna£imo tip tenzora T s ure�enim parom (0, n) ukoliko T predstavlja stroj £ijiinput je n vektora, a output skalar, a s (1, n) ukoliko je output vektor. Takavstroj moºemo skiirati kao
T( , , , . . .

︸ ︷︷ ︸

n×

) , (4.4)gdje su � � mjesta gdje treba staviti konkretne vektore koje ¢e onda stroj�preraditi� u rezultiraju¢i skalar ili vektor
T(v1,v2, . . . ) = s ili v . (4.5)Na primjer, klasi£ni vektor sile moºemo interpretirati kao (0, 1) tenzor SILA( )Revision: 1.2 4_klasina.tex Date: 2012-02-24



4.2. Tenzori kao matemati£ki strojevi∗ 55sa svojstvom da kad mu u njegov slot stavimo vektor brzine dobijemo skalarsnage:
SILA(v) = P (4.6)gdje je unutranji �mehanizam� stroja dan jednadºbom P = F · v.Primjer (0, 2) tenzora je metri£ki tenzor G( , ), £iji je mehanizam takav dakad u njegove slotove stavimo dva vektora dobijemo njihov skalarni produkt:

G(a, b) = a · b . (4.7)Ono ²to se £esto naziva tenzorom drugog ranga (matria brojeva) su samo kom-ponente tenzora u nekoj bazi, koje se dobiju kad se pravom apstraktnom tenzoruu njegove input slotove stave jedini£ni bazni vektori, npr,
G(ei, ej) = gij . (4.8)Tenzor gusto¢e vodljivosti iz pro²log odjeljka je dakle tipa (1, 1), odnosno σ( ),jer imamo σ(E) = j, dakle jedan vektor kao input i drugi kao output.Totalno antisimetri£ni tenzor (Levi-Civita) u tri dimenzije je tenzor oblika (1, 2),u svom obliku u kojem nam daje vektorski produkt dvaju vektora

LEVICIVITA(a, b) = a× b , (4.9)ali on moºe biti u obliku (0, 3) kad daje mje²ani produkt triju vektora
LEVICIVITA

′(a, b, c) = (a× b) · c , (4.10)gdje ta dva oblika nisu identi£na.U elektrodinamii (koja je teorija koja po²tuje speijalnu teoriju relativnosti),javlja se (1, 1) tenzor FARADAY, ali koji nije tenzor obzirom na rotaije ve¢obzirom na relativisti£ke transformaije u £etverodimenzionalnom prostoruMinkowskog.Taj tenzor daje £etverovektor Lorentzove sile kad mu se kao input stavi £etverovek-tor brzine FARADAY(u) = FLorentz, odnosno u uobi£ajenom zapisu po kompo-nentama µ, ν = 0, 1, 2, 3, FµLorentz = dpµ/dτ = eFµνu
ν.Apstraktna indeksna notaijaIndeksi na tenzorima naj£e²¢e ozna£avaju kompenente tog tenzora u nekoj bazi,vidi (4.8). Me�utim, mogu¢e ih je upotrebljavati i samo kao zamjenu za oveslotove koji su nespretni za zapisivanje.Tako npr. za (0, n) tenzor imamo korespondeniju

T( , , , . . . ) −→ Tabc... , (4.11)gdje se vektori onda zapisuju kao V a i npr. TabV aV b je broj (skalar) dobiven�kontrakijom� tenzora drugog ranga sa dva vektora, uz konveniju da se kon-trakija uvijek radi s jednim gornjim i jednim donjim indeksom. Tenzor (1, n)Date: 2012-02-24 4_klasina.tex Revision: 1.2



56 4. Simetrije u klasi£noj i kvantnoj mehaniitipa bi onda bio T abcd..., a vektor V a je tenzor (1, 0) tipa (input je ni²ta ili broj,a output je vektor).Promotrimo sada objekt G(V , ), tj, metri£ki tenzor s popunjenim jednimslotom, tj. gabV
a. O£ito je da taj objekt, ako ga kontrahiramo s jo² jednimvektorom W b, daje skalar. Dakle rije£ je o tenzoru tipa (0, 1), kojeg stogamoºemo skra¢eno zapisati kao Va.Dakle tek taj objekt Va, koji nije isto ²to i V a, se moºe skalarno mnoºiti svektorima da bi se dobio skalar. To ²to u praksi u trodimenzionalnom vek-torskom prostoru mnoºimo skalarno vektore me�usobno je samo zato ²to je utom prostoru metri£ki tenzor jednak jedini£nom

g = diag(1, 1, 1) = 



1 0 0
0 1 0
0 0 1



pa je po komponentama V a jednak Va.U £etverodimenzionalnom prostoru Minkowskog g = diag(1,−1,−1,−1) pa V ai Va vi²e nisu ista stvar, ali to ne moramo jako nagla²avati; dovoljno je priskalarnom mnoºenju paziti na predznake: gµνaµaν = aµa
µ = (a0)2 − a · a.No, u op¢enitom zakrivljenom prostoru s op¢enitim metri£kim tenzorommoramostrogo razlikovati vektor V a i objekt Va (za kojeg postoji i speijalno ime: 1-forma). Npr. u Hilbertovom prostoru Diraov �ket� |α〉 je vektor, a �bra� 〈α| je1-forma. Vi²e o ovome vidi u knjigama iz diferenijalne geometrije.Literatura: Misner, Thorne and Wheeler, Gravitation,4.3 Kvantna mehanika u Diraovoj notaiji∗Fizikalno stanje ↔ vektor u Hilbertovom prostoru: |α〉 � tzv. "ket". (Za-pravo "zraka" c|α〉, c ∈ C.)

α stoji za sve kvantne brojeve koji su potrebni za potpuno odre�enje stanja.Npr, za vodikov atom |α〉 = |n, l,m〉.
〈α| � "bra" dualni vektor
〈α|β〉 � skalarni produkt
〈α|β〉∗ = 〈β|α〉Opservabla (veli£ina koja se eksperimentalno odre�uje i ima analogon u klasi£noj�zii) ↔ hermitski operator na Hilbertovom prostoru: A = A†.Ako su |a〉 svojstveni vektori od A sa svojstvenim vrijednostima a, tj.

A|a〉 = a|a〉 ,onda mjerenje klasi£ne veli£ine koja odgovara operatoru A, na sustavu opisanomRevision: 1.2 4_klasina.tex Date: 2012-02-24



4.4. Prostorne transformaije kvantnomehani£kih sustava 57vektorom |α〉, s vjerojatno²¢u |〈a|α〉|2 ima ishod a, nakon £ega sustav "ska£e"u stanje |a〉.O£ekivana vrijednost mjerenja veli£ine koja odgovara operatoru A, na sustavuopisanom vektorom stanja |α〉 je 〈α|A|α〉.Svi svojstveni vektori nekog hermitskog operatora £ine jednu bazu Hilbertovogprostora:
∑

a

|a〉〈a| = 1Npr. svi vektori |r〉 £ine jednu tzv. koordinatnu bazu. Shrödingerova valnafunkija ψα(r) su zapravo komponente vektora stanja |α〉 prikazane u koordi-natnoj bazi:
ψα(r) = 〈r|α〉Operatori transformaije �zikalnog sustava (tj. odgovaraju¢eg vektora stanja)moraju biti unitarni i linearni (ili antiunitarni i antilinearni) (Wignerov teorem).unitarnost : 〈Uα|Uβ〉 = 〈α|β〉 (o£uvanje vjerojatnosti)linearnost : U(

c1|α〉 + c2|β〉
)
= c1U |α〉+ c2U |β〉 (prinip superpoziije)antiunitarnost : 〈Uα|Uβ〉 = 〈α|β〉∗antilinearnost : U(

c1|α〉 + c2|β〉
)
= c∗1U |α〉+ c∗2U |β〉To je posljedia zahtjeva za o£uvanjem vjerojatnosti:
|α′〉 = U |α〉

〈α′|α′〉 = 〈Uα|Uα〉 = 〈α|U †U |α〉 = 〈α|α〉
⇒ U †U = 14.4 Prostorne transformaije kvantnomehani£kihsustava(Iz pedago²kih razloga, u ovom odjeljku ¢emo kvantnomehani£ka stanja opisivatiuobi£ajenim valnim funkijama ψα(r, t), a ne apstraktnim Diraovim ketovima

|α〉.)Date: 2012-02-24 4_klasina.tex Revision: 1.2



58 4. Simetrije u klasi£noj i kvantnoj mehanii4.4.1 Kontinuirane prostorne translaije∗Ur(a)

x

 �(x; t)  0�(x; t)

aTraºimo Ur(a) takav da je
ψ′
α(x, t) = Ur(a)ψα(x, t) .Imamo (iz rteºa):
ψ′
α(x, t) = ψα(x− a, t) (4.12)

ψα(x− a, t) = Ur(a)ψα(x, t) (transf. je aktivna) (4.13)Lijevu stranu jednadºbe razvijemo u Taylorov red i zbrojimo:
ψα(x− a, t) = ψα(x, t) − a

∂ψα(x, t)

∂x
+
a2

2!

∂2ψα(x, t)

∂x2
− . . .

=

(

1− a ∂
∂x

+
a2

2!

∂2

∂x2
− . . .

)

ψα(x, t)

= e−a∂/∂xψα(x, t)Usporedbom vidimo da je operator translaije u 1D:
Ur(a) = e−a∂/∂xodnosno, u 3D,
Ur(a) = e−a·∇Poznavaju¢i kvantnomehani£ku korespondeniju −i~∇ ↔ p imamo kona£no

Ur(a) = e−(i/~)a·p . (4.14)(e−a·∇ je operator translaije u koordinatnoj reprezentaiji, a e−(i/~)a·p vrijediu svakoj reprezentaiji.)4.4.2 Prostorne translaije - Blohov teorem∗Kristal je sustav atoma koji je invarijantan na translaije za bilo koji vektoroblika:
tn ≡ n1a1 + n2a2 + n3a3 n1,2,3 ∈ Z , (4.15)Revision: 1.2 4_klasina.tex Date: 2012-02-24



4.4. Prostorne transformaije kvantnomehani£kih sustava 59gdje su a1,2,3 tzv. primitivni vektori koji de�niraju jedini£nu £eliju kristalnere²etke. Prilikom izra£una valne funkije elektronskog oblaka u kristalu pogodnoje zahtijevati da ona zadovoljava tzv. Born-von Karmanove periodi£ke rubneuvjete:
ψ(r) = ψ(r +N1a1) = ψ(r +N2a2) = ψ(r +N3a3) , (4.16)gdje su N1,2,3 neki �ksni vrlo veliki (N1,2,3 ≫ 1) prirodni brojevi∗.To dalje zna£i da operatori translaije zadovoljavaju

Ur(Njaj) = Ur(0) = 1 j = 1, 2, 3 (4.17)i odgovaraju¢a translaijska grupa simetrija ima N ≡ N1N2N3 elemenata. Kakotranslaije komutiraju ova grupa je Abelova ²to zna£i da ima N ireduibilnihreprezentaija koje su sve jednodimenzionalne (f. npr. Zadatak 3.2). Elementigrupe su generirani translaijom za primitivne vektore Ur(aj) pa tako imamo
Ur(a1)

N1 = 1 (4.18)
Ur(a1) = exp

{

− 2πi
p1
N1

}

p1 ∈ {0, 1, 2, . . . , N1 − 1} , (4.19)tj. translaija za a1 moºe biti reprezentirana sN1 razli£itih operatora. Op¢enitatranslaija za vektor tn (4.15) moºe onda biti reprezentirana jednodimenzion-alnim operatorima oblika
Ur(tn) = Ur(n1a1 + n2a2 + n3a3) (4.20)

= Ur(a1)
n1Ur(a2)

n2Ur(a3)
n3 (4.21)

= exp
{

− 2πi
(n1p1
N1

+
n2p2
N2

+
n3p3
N3

)}

, (4.22)tj. s N razli£itih operatora kako i o£ekujemo za grupu s N IRREPsa. Svakaod tih IRREPsa se onda moºe ozna£iti s trojkom brojeva (p1, p2, p3) gdje svakiod brojeva pj moºe poprimiti bilo koju vrijednost iz skupa {0, 1, 2, . . . , Nj − 1}.Operator translaije Ur(tn) je u konkretnom IRREPsu (p1, p2, p3) reprezentiranoperatorom/brojem (4.22).Umjesto trojke (p1, p2, p3) za ozna£avanje IRREPsa se obi£no upotrebljavajuvektori k de�nirani na slijede¢i na£in. Prvo de�niramo tzv. vektore reipro£nere²etke b1, b2, b3 putem zahtjeva:
ai · bj = 2πδij i, j = 1, 2, 3 . (4.23)Sada vektor k koji odgovara IRREPsu (p1, p2, p3) de�niramo kao
k ≡ p1

N1
b1 +

p2
N2
b2 +

p3
N3
b3 . (4.24)Iz (4.24), (4.23) i (4.22) slijedi da je operator translaije za tn u IRREPsu kdan s

U (k)
r (tn) = e−ik·tn , (4.25)

∗Ovakav zahtjev zami²lja topologiju kristala kao hiper-torusa, ²to je dovoljno realisti£nojer nas ionako topologija ili povr²inska svojstva kristala ovdje ne zanimaju, ve¢ samo svojstva�bulk� materijala poput spei�£nog toplinskog kapaiteta ili elektri£ne vodljivosti. (Spei�£nitoplinski kapaitet bakra je isti bez obzira da li je rije£ o ravnoj ºii, petlji, plo£i ili paktorusu.)Date: 2012-02-24 4_klasina.tex Revision: 1.2



60 4. Simetrije u klasi£noj i kvantnoj mehaniii odsad N razli£itih k-ova (4.24) labelira IRREPse. Vidimo da dimenzija kodgovara valnom broju, tj. impulsu podijeljenom s Plankovom konstantom.Djelovanje ovih operatora translaije na valne funkije u datom IRREPsu morabiti kao i kod svih operatora translaije (4.13)
e−ik·tnψk(r) = ψk(r − tn) . (4.26)Kako je rije£ o obi£nim brojevima (a ne reimo diferenijalnim operatorima)dobili smo razmjerno jednostavan uvjet koje valne funkije u kristalu morajuzadovoljavati da bi bile svojstvene funkije operatora translaije. Takve funkijese nazivaju Blohove funkije, a k je Blohov valni vektor. Za²to su one zan-imljive?Kao prvo, ako ih (bez gubitka op¢enitosti) zapi²emo u obliku

ψk(r) = e+ik·ruk(r) (4.27)onda odmah iz (4.26) dobijemo uvjet
uk(r) = uk(r − tn) , (4.28)dakle Blohove funkije su oblika e+ik·ruk(r), gdje je uk(r) periodi£ka funkijana re²eti. Isto,S druge strane, operator translaije na re²eti komutira s Hamiltonijanom
[H,U (k)

r (tn)] = 0 . (4.29)Komutiranje s kineti£kim dijelom je trivijalno jer su i kineti£ki dio hamiltoni-jana i operator translaije funkije samo impulsa. Komutiranje s potenijalomje posljedia periodi£nosti V (r) = V (r − tn). (Pokaºite ovo! ) Posljedia ko-mutiranja dvaju operatora je da oni imaju zajedni£ke svojstvene funkije. Toonda povla£iBlohov teorem: Valne funkije periodi£ke re²etke mogu se izabrati kao Blo-hove funkije.Ovo onda olak²ava rje²avanje Shrödingerove jednadºbe za re²etku jer je potrebnona¢i samo funkije uk(r) za svaki k, a njihova periodi£nost umnogome pojednos-tavljuje taj zadatak. Vidi �ziku £vrstog stanja za primjere. U �zii £vstog stanjase tako�er obi£no izvodi Blohov teorem. Ovdje je naglasak dan na grupno-teorijski pristup tj. korespondeniju s reprezentaijama grupe translaija.4.4.3 Vremenske translaije∗Sli£no kao kod prostorne imamo
ψ′
α(x, t) = ψα(x, t− τ) = Ut(τ)ψα(x, t)I opet Taylorovim razvojem

ψα(x, t− τ) = ψα(x, t)− τ
∂ψα(x, t)

∂t
+ . . .

= e−τ∂/∂tψα(x, t)Revision: 1.2 4_klasina.tex Date: 2012-02-24



4.4. Prostorne transformaije kvantnomehani£kih sustava 61Sada korespondenijom i~∂/∂t↔ H imamo
Ut(τ) = e(i/h)Hτ ,ali ovo vrijedi samo za H konstantan u vremenu (kakav on jest u ve¢ini namazanimljivih slu£ajeva). Za diskusiju vidi Sakurai, set. 2.1.Vremenska evoluija Vremenska translaija daje sustav koji ima isto pon-a²anje u vremenskom trenutku t+τ kao originalni sustav u trenutku t. Vremen-ska evoluija nekog sustava se isto moºe dobiti iz ovog gore, ako primijetimo daje

ψα(x, t− τ) = e(i/h)Hτψα(x, t)pa zamjenom τ ≡ t− t′ imamo
ψα(x, t

′) = e−(i/h)H(t′−t)ψα(x, t)Vrijedi dakle
Uevoluija(t′ − t) = U−1translaija(t′ − t) = Utranslaija(t− t′) .O£uvane veli£ine Promotrimo operator A takav da je [H,A] = 0. Neka je

ψ(x, t) svojstveno stanje od A tj.
Aψ(x, t) = aψ(x, t)Tada to isto stanje nakon vremena (t′ − t) zadovoljava

Aψ(x, t′) = Ae−(i/h)H(t′−t)ψ(x, t) = e−(i/h)H(t′−t)Aψ(x, t) = aψ(x, t′)tj. A je o£uvana veli£ina. Npr. za slobodnu £estiu H = p2/2m ⇒

[H, p] =
1

2m
[p2, p] = 0i impuls je o£uvan.Veli£ine koje komutiraju s Hamiltonijanom su o£uvane u vremenu.4.4.4 Rotaije

�
rr0Æ�

jÆrj = jrj sin � Æ� = jn̂� rj Æ�
Ærn̂
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62 4. Simetrije u klasi£noj i kvantnoj mehaniiIn�nitezimalna rotaija je (vidi sliku):
r → r′ = r + δφ n̂× r .To zna£i da, po analogiji s translaijama, valna funkija zarotiranog sustavatreba zadovoljavati

ψ′
α(r, t) = ψα(R(n̂, δφ)

−1r, t)

= ψα(r − δφn̂× r, t)
= ψα(r, t)− (δφn̂ × r) · ∇ψα(r, t)

= ψα(r, t)−
i

~
(δφn̂ × r) · pψα(r, t)

=

(

1− i

~
L · n̂δφ

)

ψα(r, t)Rotaiju za kona£ni kut dobijemo kompoziijom N rotaija za δφ/N gdje N →
∞:

D(n̂, φ) = lim
N→∞

(

1− i

~
L · n̂δφ

)N

= e−(i/~)L·n̂φ (4.30)Izotropija prostora povla£i o£uvanje momenta impulsa: [H,Li] = 0.Operatori Li, i = x, y, z zadovoljavaju komutaijske relaije
[Lx, Ly] = i~Lz i ikli£ne zamjene (4.31)4.5 Spin∗Klasi£na �zika → razli£ita transformaijska svojstva pri rotaijama → tenzori.Kakva je situaija u kvantnoj mehanii?Promotrimo rotaiju vektora valnih funkija:
Ψ(r, t) ≡ (ψx(r, t), ψy(r, t), ψz(r, t))Ovakav vektor ¢e nam biti zanimljiv npr. pri razmatranju £estie koja se vrtioko svoje osi i kod koje nas ne zanima samo njen poloºaj u prostoru ve¢ i njenaorijentaija.Kao i ranije, traºimo operator s djelovanjem

Ψ′(r, t) = D(n̂, φ)ψ(r, t) ,gdje je Ψ′(r, t) valna funkija zarotiranog sustava.Revision: 1.2 4_klasina.tex Date: 2012-02-24



4.5. Spin∗ 63
	(r; t)r

r0
	0(r0; t)
R	(r; t)

Iz slike vidimo:
Ψ′(r′, t) = RΨ(r, t)

Ψ′(r, t) = RΨ(R−1r, t)pa imamo, sli£no kao kod rotaije jednokomponentne funkije:
D(n̂, δφ)Ψ(r, t) = RΨ(R(n̂, δφ)−1r, t)

= Ψ(R(n̂, δφ)−1r, t) + δφn̂ ×Ψ(R(n̂, δφ)−1r, t)

= Ψ(r − δφn̂× r, t) + δφn̂×Ψ(r, t) +O(δφ2)

= Ψ(r, t)− i

~
(δφn̂ ·L)Ψ(r, t) + δφn̂×Ψ(r, t) +O(δφ2)Imamo dodatni £lan δφn̂×Ψ(r, t) kojeg ¢emo druga£ije napisati pomo¢u tripletamatria de�niranih na slijede¢i na£in:

(Sj)ik = i~ǫijk j = 1, 2, 3 .Konkretno
S1 = i~





0 0 0
0 0 −1
0 1 0



 = i~X1 (4.32)
S2 = i~





0 0 1
0 0 0
−1 0 0



 = i~X2 (4.33)
S3 = i~





0 −1 0
1 0 0
0 0 0



 = i~X3 (4.34)Uz tako de�nirane matrie imamo
[n̂×Ψ]i = ǫijkn̂jΨk

= − i
~
n̂j(Sj)ikΨk

= − i
~
(n̂ · S)ikΨk ,²to zna£i

D(n̂, φ)Ψ(r, t) =

(

1− i

~
(L+ S) · n̂δφ

)

Ψ(r, t)Date: 2012-02-24 4_klasina.tex Revision: 1.2



64 4. Simetrije u klasi£noj i kvantnoj mehaniiodnosno, za kona£ne rotaije:
D(n̂, φ) = e−(i/~)(L+S)·n̂φ (4.35)Matrie Si tako�er zadovoljavaju komutaijske relaije angularnog momenta.

S - intrinsi£ni angularni moment (spin)
J = L+ S - ukupni angularni momentZa izolirani sustav [H,J ] = 0, ali mogu¢e je da je [H,L] 6= 0, [H,S] 6= 0, npr.pri vezanju spina i orbite u atomu. (Elektron usljed orbitiranja �vidi� magnetskopolje jezgre koje interagira s njegovim magnetskim momentom.)Vidimo da se trokomponentna valna funkija transformira druga£ije od jed-nokomponentne. Koje su jo² mogu¢nosti? Treba nam op¢enita teorija reprezentaijagrupe rotaija u kvantnoj mehanii.Zadai4.1 Pokaºite da je operator translaije kvantnomehani£kog stanja, Ur(a) =

exp{− i
~
p · a} unitaran. Razmotrite situaiju u koordinatnoj reprezentaijigdje je p = −i~∇. Za²to ovaj i ne kvari unitarnost?4.2 Neka ψ(r, t) zadovoljava Shrödingerovu jednadºbu. Pokaºite da ¢e pros-torno translatiranaψ(r, t)′ = Ur(a)ψ(r, t) tako�er zadovoljavati Shrödingerovujednadºbu ako i samo ako je [H,p] = 04.3 Koriste¢i fundamentalne kvantnomehani£ke komutatore

[xi, pj ] = i~δij , [xi, xj ] = [pi, pj ] = 0 ,te svojstva Levi-Civita tenzora, izra£unajte komutaijske relaije angularnogmomenta [Li, Lj ].4.4 Pokaºite da operatori spina Si tako�er zadovoljavaju komutaijske relaijeangularnog momenta.4.5 Pokaºite da je [J2, Ji] = 0.
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65
Poglavlje 5Lieve grupe
5.1 Kontinuirane grupe- Kona£ne grupe imaju binarnu operaiju (tabliu mnoºenja) koja zadovoljava£etiri aksioma.- elementima pridruºujemo operatore → REPs i IREPS → mo¢ni teoremi- dokazi teorema o REPs su zasnovani na svojstvu kona£nosti grupe- �to ¢emo s beskona£nim grupama (rotaija, translaija, Lorentzove transf.)?Pristup:- elementima kona£ne grupe moºemo pridruºiti kona£an skup to£aka u nekomprostoru → grupni prostor

g1 g2 g3 gn...- za kontinuirane beskona£ne grupe grupni prostor je tzv. mnogostrukost tj.prostor lokalno sli£an Rn.- Npr. grupa rotaija oko neke osi G = {R(θ)|θ ∈ [0, 2π)} ima kao grupnumnogostrukost kruºniu (lokalno sli£na R1)
R(0)

R(π)

t1

t2
(t1,t2)

Date: 2012-02-23 4_Lieve_grupe.tex Revision: 1.2



66 5. Lieve grupe- Npr. grupa translaija u ravnini: x → x + t, t = (t1, t2), t1, t2 ∈ (−∞,∞)ima kao grupnu mnogostrukost ravninu = R2- Elemente grupe ozna£avamo s n realnih brojeva (tzv. parametara) (a1, a2, . . . , an)koji odre�uju odgovaraju¢u to£ku na grupnoj mnogostrukosti, te govorimo o n-parametarskoj grupi.- element grupe: g(a1, a2, . . . , an) ≡ g(a) (Npr. R(θ))- Aksiomi grupe:1) Zatvorenost: g(c) = g(a)g(b) ∈ Gumjesto tablie mnoºenja imamo funkiju φ : G×G→ G c = φ(a, b)2) Asoijativnost g(a)[g(b)g(c)] = [g(a)g(b)]g(c) ⇒ φ(a, φ(b, c)) = φ(φ(a, b), c)3) Identiteta: ∃a0 | g(a0)g(a) = g(a)g(a0) = g(a) ∀a- reparametrizaijom mnogostrukosti moºemo izabrati a0 = (0, 0, . . . , 0) ≡ 0,
g(0) = e ⇒ φ(0, a) = φ(a, 0) = a4) Inverz: ∀a ∃ā | g(a)g(ā) = g(ā)g(a) = g(0) = e- g(ā) = g(a)−1- ā = ψ(a) ψ : G→ GZasad nismo zatraºili nikakvu povezanost izme�u grupnih i topolo²kih svojstavagrupe.De�niija 22 (Lieva grupa)Lieva grupa je kontinuirana grupa za koju su funkije kompoziije (φ) i inverza(ψ)analiti£ke. (�esto se jo² zahtijeva i povezanost s jediniom.)Zahtjev da su te funkije analiti£ke (te da je mnogostrukost analiti£ka) dajeLievim grupama mno²tvo vaºnih svojstava.

g(a)
g(a+δa)

g(b)

g(a)-1

g(a+δa)-1

g[φ(a,b)]

g[φ(a+δa,b)]

Kontinuiranost grupe (preiznije, analiti£nost mnogostrukosti) se ogleda u £in-jenii da je element g(a) �blizu� elementa g(a + δa) dok analiti£nost funkijekompoziije zna£i da je φ(a+ δa, b) �blizu� φ(a, b) tj. te su vrijednosti povezaneTaylorovim redom.Revision: 1.2 4_Lieve_grupe.tex Date: 2012-02-23



5.2. Lieve algebre 67Tako Lieve grupe spajaju ideje iz algebre i geometrije.5.2 Lieve algebreNeka su matrieM(a) ≡M(a1, a2, . . . , an) elementi n-parametarske Lieve grupe.Za in�nitezimalno male parametre ai → ǫi ≪ 1, zahvaljuju¢i analiti£nostimoºemo razviti oko ai = 0:
M(ǫ) =M(0) +

n∑

i=i

ǫi
∂M(a1, . . . , an)

∂ai

∣
∣
∣
∣
∣
a1=...=an=0

+ 0(ǫ2)

∂M(a1, . . . , an)

∂ai

∣
∣
∣
∣
∣
a1=...=an=0

= onst(a1, . . .) ≡ Xi i = 1, . . . , n - generatori grupe- generatora ima koliko i parametara
M(ǫi) = 1 + ǫiXi - in�nitezimalne transformaije- �elimo pokazati kako je struktura i REPs £itave grupe skoro sasvim odre�enageneratorima grupe tj. in�nitezimalnom okolinom jedini£nog elementa (ne gu-bimo ni²ta ograni£avaju¢i se na generatore, a njih je lak²e prou£avati).- Ne stignemo sve dokazati ve¢ ¢emo ve¢inu rezultata samo ilustrirati na primjerugrupe SO(3)- rotaije oko z-osi � jednoparametarska podgrupa od SO(3):






R3(φ) =





cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1



 | φ ∈ [0, 2π)






⊂ SO(3)

X3 =
∂R3(φ)

∂φ

∣
∣
∣
∣
∣
φ=0

=





− sinφ − cosφ 0
cosφ − sinφ 0
0 0 1





∣
∣
∣
∣
∣
φ=0

=





0 −1 0
1 0 0
0 0 0



- in�ntezimalna rotaija: R3(ǫ) = 1 + ǫX3- Kompoziija N in�nitezimalnih rotaija:
[R3(ǫ)]

N = (1 + ǫX3)
N =

(

1 +
(Nǫ)X3

N

)N
−→

N→∞,(Nǫ)→φ e
φX3Date: 2012-02-23 4_Lieve_grupe.tex Revision: 1.2



68 5. Lieve grupe
exp

{

φ





0 −1 0
1 0 0
0 0 0





}

=





cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0
0 0 1



(Ovo smo ekspliitno eksponenirali na vjeºbama.)
→ kona£ni (dakle svaki) element jednoparametarske podgrupe od SO(3) dobi-vamo eksponenijaijom generatora- Nadalje, u skladu s Eulerovim teoremom iz mehanike∗ svaka SO(3) rotaijapripada nekoj jednoparametarskoj podgrupi (podgrupu £ine sve rotaije oko teiste osi), ²to zna£i da se svi elementi SO(3) mogu se dobiti eksponenijaijomgeneratora-X1, X2, X3=? ovise o parametrizaiji grupnog prostora- Mogli bismo konstruirati op¢i element SO(3) grupe kao kompoziiju tri Eu-lerove rotaije i onda deriviranjem po 3 Eulerova kuta dobiti tri generatoragrupe. No, ima i lak²i put koji ¢e olak²ati traºenje generatora drugih Lievihgrupa koje se pojavljuju u �zii. (Usput, pristup preko Eulerovih rotaija jeproblemati£an jer su one singularne oko jedinie.):SO(3) je grupa svih 3×3 matria R sa svojstvima RRT = 1 i detR = 1- R(ǫ) = 1 + ǫX ⇒ RRT = (1 + ǫX)(1 + ǫXT ) = 1 + ǫ(X +XT ) + 0(ǫ2) = 1

⇒ XT = −X ⇒ X je antisimetri£na 3×3 matria (£ime je uvjet detR = 1automatski ispunjen - vidi detR = eθTrX sa vjeºbi- skup A svih antisimetri£nih 3×3 matria generira grupu SO(3)- No, taj skup je i vektorski prostor: X1, X2 ∈ A ⇒ (αX1+βX2) ∈ A ∀α, β ∈
R- dim(A)=3- Uobi£ajenu bazu £ine generatori jednoparametarskih podgrupa rotaija oko x,
y i z osi
X1 =





0 0 0
0 0 −1
0 1 0



 X2 =





0 0 1
0 0 0
−1 0 0



 X3 =





0 −1 0
1 0 0
0 0 0



(5.1)- eφX·n̂ je onda op¢eniti element grupe SO(3)- Vektorski prostor je bogatija struktura od grupe ²to generatore £ini zanimljivi-jim nego same elemente grupe.- No postoji i dodatno vaºno svojstvo: Neka su X,Y ∈ A.
∗Svaki pomak krutog tijela kod kojeg jedna to£ka ostaje nepomi£na je ekvivalentan jednojrotaiji oko �ksne osi koja prolazi kroz tu to£ku.Revision: 1.2 4_Lieve_grupe.tex Date: 2012-02-23



5.2. Lieve algebre 69
[X,Y ]T = (XY −Y X)T = Y TXT−XTY T = Y X−XY = −[X,Y ] ⇒ [X,Y ] ∈
A- Dakle, A je zatvoren ne samo obzirom na linearne kombinaije ve¢ i obziromna komutatore svojih elemenata → Lieva algebraDe�niija 23 (Lieva algebra)Lieva algebra A je vektorski prostor na kojem je de�niran Liev produkt dvajuelemenata [X,Y ] (ne mora biti komutator) sa svojstvima1) zatvorenost: [X,Y ] ∈ A ∀X,Y ∈ A2) distributivnost: [αX+βY, Z] = α[X,Z]+β[Y, Z] α, β ∈ R(C→ kompleksna L.a.)3) antisimetrija: [X,Y ] = −[Y,X ]4) Jaobijev identitet: [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X ]] + [Z, [X,Y ]] = 0Za vektorske prostore matria, gdje je Liev produkt de�niran kao komutator
[X,Y ] = XY − Y X , svojstva 2�4 su automatski ispunjena.Teorem (Ado): Svaka apstraktna Lieva algebra je izomorfna nekoj Lievojalgebri matria s komutatorom kao Lievim produktom. (Bez dokaza.)Dakle, ograni£avaju¢i se na Lieve grupe matria ni²ta ne gubimo na op¢enitosti.- Lieve algebre ponekad ozna£avamo isto kao i Lieve grupe, ali malim slovima:
X1, X2 i X3 su baza Lieve algebre so(3).
Xi, i = 1, 2, . . . , dim(A) - baza vektorskog prostora ⇒ [Xi, Xj] ∈ A

⇒ [Xi, Xj ] = CkijXk i, j = 1, 2, . . . , dim(A)

Ckij - strukturne konstantePrimjer 29 (strukturne konstante od SO(3))
[Xi, Xj ] = 0 za i = j

[X1, X2] = X3

[X2, X3] = X1

[X3, X1] = X2

Ckij = 0 ako su bilo koja dva indeksa ista
C3

12 = C1
23 = C2

31 = 1

C3
21 = C1

32 = C2
13 = −1Digresija: Levi-Civita pseudotenzorDate: 2012-02-23 4_Lieve_grupe.tex Revision: 1.2



70 5. Lieve grupeLevi-Civita ili totalno antisimetri£ni pseudotenzor tre¢eg reda de�niran je svo-jim komponentama ǫijk tako da je
ǫijk =







1 ako je (i, j, k) parna permutaija od (1, 2, 3),

−1 ako je (i, j, k) je neparna permutaija od (1, 2, 3),

0 ina£e, tj. ako su dva ili sva tri indeksa ista.Npr. ǫ231 = 1, ǫ213 = −1, ǫ221 = 0, itd. Pomo¢u Levi-Civita tenzora, komutai-jske relaije algebre SO(3) pi²emo
[Xi, Xj ] = ǫijkXkLevi-Civita tenzor je od velike pomo¢i u ra£unima (vidi vjeºbe). Za de�niijupojma �tenzor� vidi poglavlje 4, no tenzorsko svojstvo Levi-Civita tenzora ¢enam u praksi biti nebitno.Lieva algebra A′ je homomorfna Lievoj algebri A ako postoji operator S : A →

A′ tako da je
[S(X), S(Y )] = S([X,Y ]) ∀X,Y ∈ AAko je S jo² i bijekija A i A′ su izomorfne.Primjer 30 (Lieva algebra grupe SU(2))£ine je sve antihermitske† 2×2 matrie s tragom nula Baza je

{−iσ1
2
,−iσ2

2
,−iσ3

2
}gdje su σ1,2,3 tri Paulijeve matrie:

σ1 =

(
0 1
1 0

)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)

σ3 =

(
1 0
0 −1

) (5.2)Ova tri generatora zadovoljavaju iste komutaijske relaije kao i matrie SO(3)algebre
[

−iσ1
2
,−iσ2

2

]

= −iσ3
2

itd.pa je Xi → −iσi/2 (i = 1, 2, 3) izomor�zam. so(3)=su(2).(D.Z. Uvjerite se da je su(2) realna Lieva algebra, dakle algebra nad poljem R,premda su elementi matria op¢enito kompleksni.)Pojmovi REP i IRREP za Lieve grupe imaju isto zna£enje kao i za kona£ne grupe(dakle to je grupa operatora na nekom vektorskom prostoru homomorfna grupi).Lievim algebrama moºemo tako�er pridijeliti njihove vlastite reprezentaije.Zapravo, ijela dosada²nja diskusija je i bila o reprezentaijama grupe/algebreSO(3) na 3D euklidskom vektorskom prostoru.
†A je antihermitska ako je A† = −ARevision: 1.2 4_Lieve_grupe.tex Date: 2012-02-23



5.3. Veza Lievih grupa i Lievih algebri∗ 71De�niija 24 (Casimirov operator)Ako je skup {Li, i = 1, 2, ...} baza Lieve algebre onda se polinom u Li kojikomutira sa svim elemetnima te algebre naziva Casimirov operator.- Posebno su zanimljivi kvadrati£ni Casimirovi operatori.Primjer 31
X2

1 +X2
2 +X2

3 = −21Shurova lema (vrijedi i za Lieve grupe) traºi da Casimirov operator bude pro-porionalan jedini£nom ²to je onda zgodno za ozna£avanje IRREPSa.5.3 Veza Lievih grupa i Lievih algebri∗U slu£aju grupe SO(3) smo, zahvaljuju¢i Eulerovom teoremu, vidjeli da svakielement grupe moºemo prikazati kao eksponenijal jednog elementa iz Lievealgebre so(3).Pitanje je da li se ovo poop¢ava na proizvoljnu Lievu grupu.Odgovor je: Skoro, ali ne sasvim. Vrijedi (bez dokaza):1) Svakoj Lievoj grupi jednozna£no pripada neka Lieva algebra. Svaki se elementiz neke male (ne nuºno in�nitezimalne!) okoline jedini£nog elementa grupe moºeprikazati u obliku etX gdje je t realni parametar, a X element te Lieve algebre.2) Ako je Lieva grupa kompaktna, onda se "mala okolina" pro²iruje na £itavukomponentu povezanosti jedinie.kompaktna = parametri variraju po zatvorenim intervalimaNpr. SO(3) je kompaktna, a grupa translaija nije. SO(n) i SU(n) su kompak-tne, a najzanimljivije su nam za QM.komponenta povezanosti jedinie = svi elementi grupe koji se kontinuiranomlinijom u grupnoj mnogostrukosti mogu povezati s jedini£nim elementomNpr. sve obi£ne rotaije su u komponenti povezanosti jedinie, dok re�eksijenisu.�to se strukture grupe ti£e tj. njene �tablie mnoºenja�, vaºnu ulogu ima formula
eAeB = exp

{

A+B +
1

2
[A,B] +

1

12

([
A, [A,B]

]
+
[
B, [B,A]

])

+ · · ·
}

= f(A,B, [A,B]) (Baker-Campbell-Hausdor� ili BCH formula)(5.3)Ovaj red konvergira u odre�enoj okolini jedinie (ne nuºno in�nitezimalnoj!) ukojoj onda algebra potpuno odre�uje grupu.(D.Z. Provjerite BCH formulu.)Date: 2012-02-23 4_Lieve_grupe.tex Revision: 1.2



72 5. Lieve grupePitanje: Da li istoj Lievoj algebri mogu pripadati razli£ite Lieve grupe?Primjer grupa SO(3) i SU(2) koje imaju istu algebru sugerira da je to mogu¢e.(Ako SO(3) i SU(2) nisu izomorfne grupe, a vidjet ¢emo na vjeºbama da nisu.)Da bismo preizno opisali vezu izme�u Lievih grupa s istom algebrom, trebanam pojam povezanostiDe�niija 25 (Povezanost)Neka je G povezana grupa (ako nije, moºemo promatrati samo komponentupovezanosti jedinie). Promotrimo skup svih zatvorenih krivulja u grupnojmnogostrukosti. Podijelimo skup na klase ekvivalenije koje £ine krivulje kojese mogu kontinuirano deformirati jedna u drugu. Broj takvih klasa zovemopovezanost grupe G. Ako postoji samo jedna klasa kaºemo da je grupa jednos-tavno ili jednostruko povezana.Primjer 32 (U(1))
uu† = uu∗ = 1 ⇒ |u| = 1 ⇒ u = eiφ ⇒ grupna mnogostrukost je kruºnia.(Usput, U(1)=SO(2). D.Z.: Prona�ite izomor�zam.) Za zatvorene krivuljepromjena kuta φ duº krivulje je 2nπ, n = 0,±1,±2, . . .. Krivulje s razli£itim npripadaju razli£itim klasama povezanosti → U(1) je beskona£no povezan.

∆φ=0 ∆φ=2π ∆φ=4π

...

Digresija: Mogu¢e je na prirodan na£in de�nirati zbrajanje (klasa) krivuljaobzirom na koje skup ovih klasa £ini grupu � tzv. fundamentalnu grupu iliprvu grupu homotopija π1. Ovdje π1 = (Z,+).Primjer 33 (SO(3))Kako izgleda parametarski prostor od SO(3)? Element od SO(3) je de�niransmjerom osi rotaije i iznosom kuta rotaije pa se grupna mnogostrukost moºeprikazati kao puna lopta promjera π s identi�iranim nasuprotnim to£kamapovr²ine sfere:
e

Rotacija oko
x-osi za π/2

Rotacija oko
z-osi za πSvaka rotaija je u pozitivnom smjeru. Rotaije za kuteve (π, 2π) se dobijuRevision: 1.2 4_Lieve_grupe.tex Date: 2012-02-23



5.3. Veza Lievih grupa i Lievih algebri∗ 73suprotno usmjerenim osima. Identi�kaija nasuprotnih to£aka je posljedia £in-jenie da je su rotaije za π oko suprotno usmjerenih osi identi£ne.
A|

A

nije u istoj klasi s

B|=A

A|=B
A|

B

A

B|

Dakle, SO(3) je dvostruko povezana.Primjer 34 (SU(2))Grupna mnogostrukost od SU(2) je 3-sfera tj. generalizaija uobi£ajene sfere (2-sfere) na £etverodimenzionalni prostor. (Vidi vjeºbe za ovo.) Moºe se pokazatida je svaka n-sfera s n > 1 jednostavno povezana.Ako postoji homomor�zam s povezane Lieve grupe G na povezanu Lievu grupuH s diskretnom jezgrom K onda kaºemo da grupa G pokriva grupu H onolikoputa koliko elemenata ima K. (Prisjetite se teorema 3 o izomor�zmu.) Tako�er,Lieve algebre tih grupa su izomorfne.Primjer 35 (SO(3) i SU(2))SO(3) i SU(2) su homomorfne. Sam homomor�zam ¢emo konstruirati na vjeºbamagdje ¢emo vidjeti da je on 2-1 s SU(2) na SO(3) tj. jezgra K ima dva elementa.Dakle SU(2) pokriva SO(3) dva puta.Teorem 8Me�u grupama koje pokrivaju povezanu Lievu grupu G, postoji jedinstvenagrupa koja je jednostavno povezana � univerzalna grupa pokrivanja. Brojpokrivanja jednak je povezanosti od G. (Bez dokaza)Npr. SU(2) je univerzalna grupa pokrivanja za SO(3). Prema teoremu o izomor-�zmu SU(2)/{1,−1}=SO(3).
SU(2)

SO(3)

su(2) so(3)

 homomorfizam grupa

izomorfizam algebri

grupa -> algebraOp¢enita situaija jeDate: 2012-02-23 4_Lieve_grupe.tex Revision: 1.2



74 5. Lieve grupe
UCG

ucg g1

G1

g1

G2

gn

Gn

...

K1
K2

Kn

gdje je UCG/Ki=Gi. Pronalaºenjem svih diskretnih invarijantnih podgrupa odUCG moºemo na¢i sve grupe njoj lokalno izomorfne.Bliska povezanost grupe SU(2) s grupom rotaija SO(3) sugerira da bi ona moglaimati i �zikalni zna£aj. Trikovi s pojasom‡ ili konobarevim pladnjem pokazujuda rotaije za 360◦ zaista nisu uvijek u svakom pogledu identi£ne rotaiji za 0◦,dok one za 720◦ stupnjeva to jesu. Tako�er, Hamiltonova demonstraija da sekomponiranje rotaija prirodnije izvodi pomo¢u kvaterniona (skup kvaternionaje ekvivalentan SU(2) grupi) dodatno sugerira da ta grupa nije sasvim apstrak-tna. I stvarno, pokazuje se da se neki sustavi u prirodi (tzv. fermionski sustavi)trasformiraju pri rotaijama kao reprezentaije SU(2) grupe (vidi 6. poglavlje)i to je i eksperimentalno potvr�eno npr. u eksperimentima s neutronskom in-terferometrijom.5.4 Primjeri Lievih grupa vaºnih za �ziku1. Op¢a linearna grupa
GL(n,C) � skup svih n×n regularnih (detM 6= 0) kompleksnih matriaKako je svaka matria zadana s n2 nezavisnih kompleksnih brojeva, ovagrupa ima 2n2 realnih parametara. Uvjet regularnosti nije ograni£enjekoje smanjuje broj parametara, jer je samo rije£ o zahtjevu da determi-nanta, koja je izraz koji uklju£uje tih 2n2 parametara bude razli£ita odnule.

detM = f(a1, a2, . . . , a2n) 6= 0 (5.4)Podgrupa ove grupe je grupa GL(n,R) koja o£ito ima samo n2 param-etara.2. Speijalna linearna grupa
SL(n,C) = {M ∈ GL(n,C) | detM = 1} (5.5)

‡Zakretanjem originalno vodoravnog pojasa drºanjem za kop£u kreiramo jednu zatvorenuputanju u grupi SO(3): kut i smjer su dani zakrenuto²¢u pojedinog intervala pojasa i nje-govom udaljeno²¢u od ravnog vodoravnog poloºaja. Kop£a mora biti vodoravna kao i zavezanidrugi kraj pojasa da bi oba kraja odgovarala identiteti. Jednom zakrenuti pojas nikakvimkontinuiranim transformaijama (koje drºe kop£u vodoravnom) ne moºemo izravnati pojas;dvaput zakrenuti pojas moºemo izravnati prebaivanjem remena preko kop£e.Revision: 1.2 4_Lieve_grupe.tex Date: 2012-02-23



5.4. Primjeri Lievih grupa vaºnih za �ziku 75Ovdje je na svaku matriu postavljen dodatni uvjet
detM = f(a1, a2, . . . , a2n) = 1 , (5.6)koji predstavlja jednu kompleksnu, tj. dvije realne jednadºbe koje se moguiskoristiti za eliminaiju dvaju parametera. Tako ova grupa ima 2n2 − 2parametra.Podgrupa ove grupe je grupa SL(n,R) koja ima n2 − 1 parametar. (Jed-nadºba (5.6) je sad samo jedna realna jednadºba, a ne dvije.)3. Unitarna grupa

U(n) = {M ∈ GL(n,C) |MM † = 1} (5.7)Prebrojavanje nezavisnih parametara za ovu grupu moºe se izvesti na vi²ena£ina. Uvjet MM † = 1 se moºe napisati izraºeno preko komponentimatria kao:
n∑

j=1

MijM
∗
kj = δik , (5.8)gdje je iskori²teno M †

jk = M∗
kj . Jednadºba (5.8) predstavlja n2 kom-pleksnih jednadºbi ali sve one nisu nezavisne. Promotrimo prvo n jed-nadºbi odre�enih uvjetom i = k (dakle gledamo dijagonalu te matri£nejednadºbe):

∑

j

MijM
∗
ij =

∑

j

|Mij |2 = 1 (5.9)To je n realnih jednadºbi koje se mogu upotrijebiti za eliminiranje nparametara. Dalje moºemo gledati jednadºbe odre�ene uvjetom i < k(dakle gledamo trokut iznad dijagonale matri£ne jednadºbe). Te su jed-nadºbe kompleksne i ima ih n(n − 1)/2 (broj elemenata u spomenutomtrokutu). Sve ove jednadºbe su neovisne pa se mogu iskoristiti za elimin-ranje 2 · n(n− 1)/2 = n(n− 1) parametara. Preostaju jednadºbe za i > k(donji trokut matrie), ali kompleksnom konjugaijom odgovaraju¢ih jed-nadºbi
n∑

j=1

MijM
∗
kj = 0 , i > k (5.10)dobijemo

n∑

j=1

M∗
ijMkj =

n∑

j=1

=MkjM
∗
ij = 0 , i > k (5.11)pa uz preimenovanje indeksa i↔ k

n∑

j=1

=MijM
∗
kj = 0 , k > i (5.12)vidimo da su ove jednadºbe ekvivalentne ovima iz gornjeg trokuta tj. nisunezavisne. Zna£i sve skupa moºemo eliminirati n+ n(n− 1) = n2 param-etara, pa ih ostane 2n2 − n2 = n2 ²to je broj parametara unitarne grupe.Date: 2012-02-23 4_Lieve_grupe.tex Revision: 1.2



76 5. Lieve grupe(Drugi na£in prebrojavanja je da se iskoristi da su reti matrie ortonormi-rani vektori. Uvjet normalizaije daje n realnih jednadºbi, a uvjet ortonog-onalnosti (n2) kompleksnih, gdje se treba uvjeriti da odgovaraju¢i zahtjevina stupe nisu nezavisni od ovih na retke.)Vaºno svojstvo unitarnih matria je da, ukoliko ih interpretiramo kao op-eratore nad kompleksnim vektorskim prostorima (x → Mx), one £uvajuskalarni produkt
(x, y) =

n∑

i=1

x∗i yi −→
∑

ijk

M∗
ijx

∗
jMikyk

= uvr²tavanjem (5.8) = ∑

kj

δkjx
∗
jyk = (x, y) (5.13)Lako je pokazati (D.Z.) da se ovo moºe uzeti kao alternativna de�niijaunitarne grupe tj. da se unitarne matrie mogu de�nirati kao one koje£uvaju ovaj skalarni produkt, a onda je svojstvo M †M = 1, koje smoovdje uzeli kao de�niiono, samo posljedia.4. Speijalna unitarna grupa

SU(n) = {M ∈ U(n) | detM = 1} (5.14)Za prebrojavanje parametara treba prvo uo£iti da je za sve unitarne ma-trie determinanta ograni£ena na apsolutnu vrijednost 1. To slijedi prim-jenom Binet-Cauhyjevog teorema na de�niijuMM † = 1 ²to daje | detM |2 =
1 odnostno detM = eiφ, φ ∈ [0, 2π). Dodatni uvjet za speijalne unitarnematrie detM = 1 je onda samo jedna realna jednadºba φ = 0 pa spei-jalna unitarna grupa ima to£no n2 − 1 parametar.5. Ortogonalna grupa

O(n,C) = {M ∈ GL(n,C) |MMT = 1} (5.15)Kod prebrojavanja uvjeta, jedina razlika obzirom na unitarne matrie jeda umjesto (i = k) jednadºbi (5.9) koje odgovaraju dijagonali matri£nejednadºbe sada imamo
∑

j

MijMij =
∑

j

M2
ij = 1 (5.16)²to su kompleksne jednadºbe pa moºemo eliminirati sve skupa 2n+n(n−1)parametara i ostaje ih samo n(n− 1).U �zii se naj£e²¢e susre¢emo s grupom ortogonalnih realnih matria

O(n) ≡ O(n,R) = {M ∈ GL(n,R) |MMT = 1} (5.17)koja ima n(n − 1)/2 parametara. (Uvjerite se u to.) Ova grupa £uvakvadratnu formu ∑

i xiyi (skalarni produkt na realnom vektorskom pros-toru) ²to se moºe upotrijebiti kao alternativna de�niija.Revision: 1.2 4_Lieve_grupe.tex Date: 2012-02-23



5.4. Primjeri Lievih grupa vaºnih za �ziku 776. Speijalna ortogonalna grupa
SO(n,C) = {M ∈ O(n,C) | detM = 1} , (5.18)i odgovaraju¢a realna grupe SO(n) imaju isti broj parametara kaoO(n,C),odnosno O(n). Naime, uvjet ortogonalnosti MMT = 1 opet uz primjenuBinet-Cauhyjevog teorema vodi na (detM)2 = 1, odnosno na zaklju£akda ortogonalne matrie imaju determinantu detM = ±1, pa ograni£enjena detM = 1 ne smanjuje dimenziju parametarskog prostora.7. Pseudo-unitarna grupa�ine je n× n matrie
U(p, q) = {M ∈ GL(n,C) |M †gM = g} , (5.19)gdje je p+ q = n i gdje je g dijagonalna matria oblika
g = diag(1, 1, . . . , 1

︸ ︷︷ ︸

p×

,−1,−1, . . . ,−1
︸ ︷︷ ︸

q×

) . (5.20)Ova grupa ima isti broj parametara kao i U(n), te £uva kvadratnu formuoblika
p

∑

i=1

x∗i yi −
p+q=n
∑

i=p+1

x∗i yi (5.21)koja nije pozitivno de�nitna pa nije skalarni produkt u smislu de�niije10.8. Pseudo-ortogonalna grupa
O(p, q) = {M ∈ GL(n,R) |MTgM = g} , (5.22)gdje je p + q = n i gdje je g dijagonalna matria iz (5.20). Ove matrie£uvaju kvadratnu formu oblika

p
∑

i=1

xiyi −
p+q=n
∑

i=p+1

xiyi . (5.23)Najpoznatija grupa ove vrste je grupa Lorentzovih transformaija O(1, 3)(vidi odjeljak 8.1).Speijalnu pseudo-unitarnu grupu SU(p, q) odnosno speijalnu pseudo-ortogonalnu grupu SO(p, q) dobivamo ako se u U(p, q) odnosno O(p, q)ograni£imo na matrie s detM = 1.5.4.1 Topolo²ka svojstva Lievih grupa∗
• GL(n,C) je o£ito nekompaktna (svi elementi matria slobodno poprimajuvrijednosti iz skupa (−∞,∞) i povezana (kontinuiranim promjenama el-emenata svaku matriu moºemo pretvoriti u jedini£nu).Date: 2012-02-23 4_Lieve_grupe.tex Revision: 1.2



78 5. Lieve grupe
• GL(n,R) je isto nekompaktna. �to se ti£e povezanosti, treba uo£iti da jedeterminanta kontinuirana funkija elemenata matrie £ija je vrijednostrealni broj iz (−∞, 0)∪(0,∞) (zahtjev postojanja inverza isklju£uje nulu).To zna£i da kontinuiranim promjenama parametara ne moºemo matrie snegativnim determinantama pretvoriti u jedini£nu i ova grupa ima dvijeodvojene komponente povezanosti.
• Na sli£an na£in moºemo zaklju£iti da grupaO(n), gdje je determinanta±1,isto ima dvije komponenete povezanosti, s time da je ova grupa kompaktna� parametri su kutevi rotaija koji poprimaju vrijednosti iz kompaktnihskupova poput [0, 2π ≡ 0).
• U(n) i SU(n) su kompaktne povezane grupe, gdje je SU(n) jo² i jednos-tavno povezana.
• O(p, q) je nekompaktna grupa s £etiri komponente povezanosti ²to zakonkretan primjer grupe O(1, 3) pokazujemo u odjeljku 8.1.Zadai za vjeºbe5.1 Primjeri eksponeniranja matria.5.2 Pokaºite da Levi-Civita tenzor ima slijede¢a svojstva:

ǫijkǫimn = δjmδkn − δjnδkm (a)
ǫijkǫijm = 2δkm (b)
ǫijkǫijk = 6 ()
ǫijkajbk = (a× b)i (d)

1

3!
ǫlmnǫijsAliAmjAns = detA (e)5.3 Uporabom svojstava Levi-Civita tenzora pokaºite da je za vektore a, b i c
a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c5.4 Pokaºite da Paulijeve matrie imaju slijede¢a svojstva:

σ2
i = 1 (a)
σ†
i = σi (b)

detσi = −1 ()
Tr σi = 0 (d)

[σi, σj ] = 2iǫijkσk (e)
{σi, σj} ≡ σiσj + σjσi = 2δij1 (f)

Tr(σiσj) = 2δij (g)
σiσj = δij1 + iǫijkσk (h)

e−
i
2
σ·n̂θ = cos

θ

2
− iσ · n̂ sin

θ

2
∈ SU(2) (i)Revision: 1.2 4_Lieve_grupe.tex Date: 2012-02-23



5.4. Primjeri Lievih grupa vaºnih za �ziku 795.5 Pokaºite da je grupa SU(2) homomorfna grupi SO(3) i da je homomor�zam2 na 1 (dvama elementima iz SU(2) je pridruºen jedan element iz SO(3)).5.6 Pokaºite da je grupna mnogostrukost grupe SU(2) hipersfera u £etverodi-menzionalnom prostoru (tzv. 3-sfera) de�nirana jednadºbom
x2 + y2 + r2 + s2 = 1 .5.7 Pokaºite da je (R,+) univerzalna grupa pokrivanja za grupu SO(2).5.8 Pokaºite da matrie

M(θ) =

(
cosh θ sinh θ
sinh θ cosh θ

) (5.24)djeluju¢i na vektore (x, y) £uvaju formu x2−y2, te da je detM(θ) = 1, takoda M(θ) tvore grupu SO(1, 1).

Date: 2012-02-23 4_Lieve_grupe.tex Revision: 1.2



80 5. Lieve grupe

Revision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



81
Poglavlje 6Rotaije i moment impulsa ukvantnoj mehanii
6.1 Ireduibilne reprezentaije grupe SO(2)Teorija reprezentaija za kompaktne grupe je drasti£no razli£ita od one zanekompaktne grupeKompaktne Lieve grupe su one £iji parametri poprimaju vrijednosti iz zatvorenihkona£nih intervala:∗

p ∈ [a, b] , a, b 6= ±∞Primjeri:
• grupa translaija nije kompaktna jer parametri translaije nisu ograni£eni:
p ∈ (−∞,∞)

• Lorentzova grupa nije kompaktna jer parametar Lorentzovog potiska dolaziiz otvorenog intervala: v ∈ [0, c)

• grupa SO(2) je kompaktna: φ ∈ [0, 2π = 0] ≡ [0, 2π)

• grupa SO(1,1) nije kompaktnaKlju£na prednost kompaktnosti je £injenia da su kontinuirane funkije na kom-paktnom skupu integrabilne pa velik broj teorema o kona£nim grupama vrijedii za kompaktne Lieve grupe, uz zamjenu (u dokazima i iskazima):
1

n

∑

g

−→
∫ dg ,

∗Pojam kompaktnosti op¢enito zna biti vrlo netrivijalan, ali za na²e Lieve grupe koje sulinearne tj. posjeduju barem jednu vjernu kona£nodimenzionalnu reprezentaiju vrijedi ovapojednostavljena de�niija.Date: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



82 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehaniigdje integral, zahvaljuju¢i kompaktnosti, konvergira.- Mjeru integrala treba izabrati tako da vrijedi
∫

dgf(g) =

∫

dgf(hg) =

∫

dgf(gh) ∀h ∈ G .Integraiju koja ima to svojstvo zovemo invarijantna. Takvo nam je svojstvotrebalo za dokaze teorema o reprezentaijama. Uvijek je mogu¢e izabrati mjerutako da integraija bude invarijantna.- Tako moºemo �preuzeti� iz teorije reprezentaije kona£nih grupa teorem da susve reprezentaije ekvivalentne unitarnima. (To nam je vaºno jer je unitarnostºeljeno svojstvo transformaija kvantnomehani£kih stanja.)- Speijalno, svi IRREPSi od SO(2) su ekvivalentni unitarnima, pa se, kao ²tosmo to radili i kod kona£nih grupa, smijemo ograni£iti na unitarne IRREPSebez gubitka op¢enitosti.- SO(2) je Abelova ⇒ svi IRREPsi su 1D, ²to uz unitarnost (uu† = uu∗ =
|u|2 = 1) zna£i:

D(φ) = e−if(φ) , f(φ) ∈ R .Zahtjev homomorfnosti s grupom rotaija, koja je aditivna, dalje povla£i
f(φ1) + f(φ2) = f(φ1 + φ2)²to zna£i da je f(φ) = mφ, m ∈ R. Na kraju, zahtjev periodi£nosti daje:- D(m)(φ) = D(m)(φ+ 2π) ⇒ m ∈ Z- Dakle, imamo prebrojivo beskona£no 1D IRREPsa, i ozna£avamo ih ijelimbrojem m.- Karakteri: χ(m)(φ) = D(m)(φ) = e−imφ- Ortogonalnost:

(χ(m), χ(m′)) =

∫ 2π

0

dφ
2π

eimφe−im′φ = δmm′- (D.Z. Uvjerite se da je ovakva integraija invarijantna u gornjem smislu.)- Koe�ijenti u razvoju direktnog produkta dvaju IRREPsa:
Γ(m) ⊗ Γ(n) =

∑

⊕ akΓ(k)

ak = (χ(k), χ(m)χ(n))

=

∫ 2π

0

dφ
2π

eikφe−imφe−inφ = δk,m+ntj.
Γ(m) ⊗ Γ(n) =

∑

k

⊕ δk,m+nΓ
(k) = Γ(m+n)Revision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



6.1. Ireduibilne reprezentaije grupe SO(2) 83- Rastav reduibilne reprezentaije:
D2D(φ) =

(
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

)

χ2D = 2 cosφ

ak = (χ(k), χ2D)

=

∫ 2π

0

dφ
2π

eikφ2 cosφ
=

∫ 2π

0

dφ
2π

eikφ(eiφ + e−iφ)
= δk,−1 + δk,1Zna£i postoji S [prona�ite za D.Z.℄ takva da

SD2D(φ)S
−1 =

(
eiφ 0
0 e−iφ )Digresija: Projektivne reprezentaije∗- U QM postoje sustavi za koje m = 1/2, 3/2, 5/2, . . . tj. D(m)(φ) = −D(m)(φ+

2π)Po de�niiji, reprezentaija Γ = {D(φ)} grupe G mora zadovoljavati:
D(φ1)D(φ2) = D(φ1 ◦G φ2) = D(φ1 + φ2)dok za m = 1/2, 3/2, 5/2, . . . imamo npr.

D(π)D(π) = eimπeimπ = e2imπ = −1 6= D(2π) = 1 .Rije£ je o tome da se u QM D(φ1)D(φ2)|α〉 i D(φ1+φ2)|α〉 smiju razlikovati zafazu a da i dalje opisuju isto �zikalno stanje.Tako na QM stanjima dopu²tamo reprezentiranje grupe i tzv. projektivnimreprezentaijama s �olabavljenim� uvjetom homomor�zma:
D(g1)D(g2) = eiφ(g1,g2)D(g1g2) .- O grupi ovisi ho¢e li ona imati i projektivnih REP, a o �zikalnom sustavu ho¢eli se transformirati obzirom na projektivne REP ili ne.- Jedan od na£ina da grupa ima i projektivne reprezentaije je da ne budejednostavno povezana.SO(3) je dvostruko povezana i dopu²ta dvije faze: ±1. Fermioni su £estie kojese transformiraju projektivno.SO(2) je beskona£no povezana i ima beskona£no mogu¢ih faza. No, sustavi kojerazmatramo su 3D i £ak i pod 2D rotaijama mogu samo promijeniti predznaktj. SO(2) je ovdje samo podgrupa od SO(3).Date: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



84 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehanii6.2 Ireduibilne reprezentaije grupe SO(3) tj. SU(2)- Grupa SO(3) nije Abelova i IRREPSi vi²e nisu 1D pa konstrukija nije takolaka kao za SO(2).- Lak²e je konstruirati reprezentaije SO(3) algebre, a onda eksponenijaijomdobiti reprezentaije grupe.- Algebru £ine tri generatora grupe, X1, X2, X3, ekspliitno navedena u (5.1),sa komutaijskim relaijama
[Xi, Xj ] = ǫijkXk (6.1)ali mi ¢emo raditi s malo druga£ije izraºenom algebrom, preko kvantnome-hani£kih operatora momenta impulsa, J1, J2, J3, Ji = i~Xi koji zadovoljavaju
[Ji, Jj ] = i~ǫijkJk (6.2)Elementi grupe su eφn̂·X = e(−i/~)φn̂·J ²to se slaºe sa odjeljkom 5.2.- Iz unitarnosti reprezentaije ondmah slijedi da su Ji hermitski, kao ²to i trebabiti. Zna£i da su njihove svojstvene vrijednosti realne.- Operator J2 = J2

x + J2
y + J2

z je Casimirov (f. odjeljak 4.2) tj. komutira sasvim elementima algebre:
[J2, J2

i ] = 0 , i = 1, 2, 3 (6.3)- Kako nas zanimaju IRREPSi, iz druge Shurove leme slijedi da J2 mora bitiproporionalan jedini£nom operatoru: J2 ∝ 1. Tako se svojstvena vrijednostod J2 ne mijenja kroz ijelu IRREP i zgodna je za njeno ozna£avanje. Us-poredimo sad IRREPse grupe rotaija na obi£nom 3D prostoru i na prostorukvantnomehani£kih stanja.
• IRREP na 3D euklidskom prostoru:

D
(3D)
ij (n̂, φ)rj = lin. komb. od x̂, ŷ, ẑ

n̂, φ � parametri
3D � oznaka IRREPsa
rj � koordinate vektora rx, ry, rz
• IRREPsi rotaija na Hilbertovom prostoru:
D(β)(n̂, φ)|β,m〉 = e(−i/~)J·n̂φ|β,m〉 = lin. komb. od |β,m1〉, |β,m2〉, . . .

β � indeks IRREPsa (na J £esto impliitan, no ponekad se pi²e J(β))
m � �koordinata� koja razlikuje vektore unutar istog IRREPsa.Vektori baze prostora na koji djeluje IRREP β su de�nirani slijede¢imrelaijama:

J2|β,m〉 = β~2|β,m〉 . (6.4)
Jz |β,m〉 = m~|β,m〉 . (6.5)Revision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



6.2. Ireduibilne reprezentaije grupe SO(3) tj. SU(2) 85Sada ¢emo ekspliitno konstruirati IRREPse od SU(2), koriste¢i isklju£ivo ko-mutaijske relaije (6.2). Prvo de�niramo operatore podizanja i spu²tanja
J± = Jx ± iJy , [J2, J±] = 0

[Jz, J±] = [Jz, Jx]± i[Jz, Jy] = i~Jy ± i(−i~Jx)
= ±~(Jx ± iJy) = ±~J±Sli£no (pokaºite):

[J+, J−] = 2~JzDjelovanjem ovih operatora dizanja i spu²tanja na vektore neke IRREP, osta-jemo naravno u toj istoj IRREP:
J2(J±|β,m〉) = J±J

2|β,m〉 = β~2(J±|β,m〉) ,ali svojstvena vrijednost od Jz se mijenja:
Jz(J±|β,m〉) = ([Jz, J±] + J±Jz)|β,m〉 = ~(m± 1)J±|β,m〉 , (6.6)tj.

J±|β,m〉 ∝ |β,m± 1〉 .Do kuda moºe i¢i to dizanje i spu²tanje tj. koliko razli£itih vrijednosti moºepoprimiti m?Tvrdnja: m2 ≤ βDokaz: J†
± = J∓, jer J†

x,y,z = Jx,y,z.
1

2
(J+J

†
+ + J†

+J+) =
1

2
(J+J− + J−J+)

=
1

2
[(Jx + iJy)(Jx − iJy) + h. .]

=
1

2

[
J2
x + iJyJx − iJxJy + J2

y + J2
x − iJyJx + iJxJy + J2

x

]

= J2
x + J2

y = J2 − J2
zNo,

〈β,m|J†
+J+|β,m〉 = 〈J+β,m|J+β,m〉 ≥ 0 i isto zaJ+J†

+Slijedi da je
〈β,m|(J2 − J2

z )|β,m〉 = 〈β,m|(β~2 −m2~2)|β,m〉 = (β −m2)~2 ≥ 0Q.E.D.Dakle, za svaki β postoji mmax tako da
J+|β,mmax〉 = 0Date: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



86 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehanii(To je jedini na£in da (6.6) ostane vrijediti.)
mmax(β)=?

J−J+|β,mmax〉 = 0

J−J+ = (Jx − iJy)(Jx − iJy) = J2
x + J2

y + i(JxJy − JyJx)
= J2

x + J2
y − ~Jz

= J2 − J2
z − ~JzPa je

(J2 − J2
z − ~Jz)|β,mmax〉 = (β~2 −m2max~2 −mmax~2)|β,mmax〉 = 0 ,pa kako |β,mmax〉 nije nul-vektor slijedi da je

β = mmax(mmax + 1) .Iz malo£as dokazane £injenie da je m2 ≤ β slijedi tako�er da ni spu²tanjevrijednostim operatorom spu²tanja ne moºe i¢i unedogled ve¢ da mora postojati
mmin sa svojstvom

J−|β,mmin〉 = 0 ,iz £ega postupkom analognim ovom gore dolazimo do
β = mmin(mmin − 1) .Izjedna£iv²i ove dvije vrijednosti za β

mmax(mmax + 1) = mmin(mmin − 1)dobijemo kvadratnu jednadºbu za mmin od £ija dva rje²enja mmin = mmax+1 i
mmin = −mmax ovo prvo ne dolazi u obzir jer je mmax po pretpostavi najve¢amogu¢a vrijednost za m. Tako imamo, uvode¢i oznaku j = mmax,

−j = mmin ≤ m ≤ mmax = j .Nadalje, kako operatori J± diºu ili spu²taju m to£no za 1, mora biti mmax =
mmin + n, gdje je n ∈ N0, tj. j = −j + n ⇒ j = n/2

j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, . . . .Vrijednost β = j(j+1) je ista za ijelu IRREP i uobi£ajenije je upravo j koristitiza ozna£avanje IRREPa:

|β,m〉 −→ |j,m〉 ,gdje m poprima vrijednosti
m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, jRevision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



6.2. Ireduibilne reprezentaije grupe SO(3) tj. SU(2) 87i gdje vektori baze IRREPa |j,m〉 zadovoljavaju
J2|j,m〉 = ~2j(j + 1)|j,m〉 i
Jz|j,m〉 = ~m|j,m〉 .Tako smo koriste¢i isklju£ivo komutaijske relaije algebre grupe rotaija kon-struirali sve njene ireduibilne reprezentaije!Kako je ta algebra zajedni£ka i grupi SO(3) i grupi SU(2) dobili smo i reprezentaijes polujelobrojnim momentom impulsa j.Jo² nas zanima i to£no djelovanje operatora J± na vektore baze:

J+|j,m〉 = cjm|j,m+ 1〉 .Zahvaljuju¢i ortonormiranosti:
|cjm|2 = 〈j,m|J−J+|j,m〉

= 〈j,m|(J2 − J2
z − ~Jz|j,m〉

= 〈j,m|(~2j(j + 1)− ~2m2 − ~2m|j,m〉
= ~2[j(j + 1)−m(m+ 1)]

= ~2(j −m)(j +m+ 1)Faza od cjm je neodre�ena i prema tzv. Condon-Shortley konveniji odabire serealan i pozitivan cjm:
J+|j,m〉 = ~

√

(j −m)(j +m+ 1)|j,m+ 1〉 .Sli£no, [pokaºite℄
J−|j,m〉 = ~

√

(j +m)(j −m+ 1)|j,m− 1〉 .Ove relaije nam omogu¢uju da odredimo matri£ne elemente operatoramomentaimpulsa izme�u proizvoljnih stanja. Tako�er, eksponenijaijom moºemo odred-iti matri£ne elemente samih operatora rotaija:
〈j,m′|D(j)(n̂, φ)|j,m〉 − Wignerove D-funkijeZa konkretne primjere vidi vjeºbe.Saºetak:

• Operatori momenta impulsa Jx, Jy i Jz te njihove kombinaije J2, J±, . . .za dani j, tj. za danu ireduibilnu reprezentaiju grupe rotaija, djelujuna (2j + 1)-dimenzionalnom vektorskom prostoru razapetom vektorima
|j,m〉, m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j.
• operatori D(j) = e−iJ·n̂φ/~ £ine reprezentaiju grupe rotaija na (2j +
1)-dimenzionalnom Hilbertovom vektorskom prostoru kvantnomehani£kihstanjaDate: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



88 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehanii
• J± povezuju svih 2j + 1 vektora |j,m〉 tj. reprezentaija je stvarno ire-duibilna
• baza vektorskog prostora |j,m〉, m = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j se obi£nonaziva multiplet. (Neki autori tako zovu ijeli vektorski prostor.)� j = 0 : singlet� j = 1

2 : dublet� j = 1 : triplet� · · ·Orbitalni moment impulsa:- Speijalna vrsta momenta impulsa koja je oblika L = r × p- Kao posljedia toga (ne sasvim trivijalna ), svojstvene vrijednosti su isklju£ivojelobrojne:
L2|l,m〉 = ~2l(l + 1)|l,m〉 l = 0, 1, 2, . . .i ozna£avaju se s l, a ne j.- Iz povijesnih razloga vezanih uz atomsku �ziku, stanja s l = 0, 1, 2, . . . se £estonazivaju S, P,D, . . . stanja, am se ponekad nazivamagnetski kvantni broj (zbogsvoje uloge u Zeemanovom efektu).6.3 Zbrajanje momenata impulsa i Clebsh-Gordanovikoe�ijentiSustav od dvije £estie, sa spinovima j1 i j2 u stanju |j1,m1; j2,m2〉 ima svojstva:
J2

1|j1,m1; j2,m2〉 = j1(j1 + 1)~2|j1,m1; j2,m2〉
J2

2|j1,m1; j2,m2〉 = j2(j2 + 1)~2|j1,m1; j2,m2〉
J1z|j1,m1; j2,m2〉 = m1~|j1,m1; j2,m2〉
J2z|j1,m1; j2,m2〉 = m2~|j1,m1; j2,m2〉

|j1,m1〉 ∈ V1
|j2,m2〉 ∈ V2

|j1,m1; j2,m2〉 ≡ |j1,m1〉|j2,m2〉 ∈ V1 ⊗ V2Na vektorskom prostoru V1 grupa rotaija reprezentirana je operatorimaD(j1) =
exp(−iJ1 · n̂θ/~) (i sli£no za V2), a na V1 ⊗ V2 operatorima D(j1) ⊗D(j2).Me�utim, D(j1) ⊗D(j2) je op¢enito reduibilna reprezentaija koja nema dobrode�niran spin. |j1,m1; j2,m2〉 nije nuºno svojstveno stanje od J2 = (J1 +J2)

2� operatora ukupnog spina sustava.Revision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



6.3. Zbrajanje momenata impulsa i Clebsh-Gordanovi koe�ijenti 89Rastav na IRREPSE:
D(j1) ⊗D(j2) =

∑

J

⊕ aJD(J) - Clebsh-Gordanov razvoj
aJ =

(

χ(J), χ(j1)χ(j2)
)Za op¢eniti ra£un skalarnih umnoºaka karaktera trebali bismo znati invarijantnointegrirati u grupnom prostoru (f. Jones, Appendix C ili Hamermesh 9-2), aliovdje ¢emo potrebni rezulatat dobiti i bez toga, uz par matemati£kih trikova:Kao reprezentante klasa biramo rotaije oko z-osi.

χ(j)(φ) = TrD(j)(φ) = Tr e(−i/~)J3φ

= Tr diagonal(e−ijφ, e−i(j−1)φ, . . . , e−i(−j)φ
)

= e−ijφ + e−i(j−1)φ + · · ·+ e−i(−j)φ

= geom. red s omjerom £lanova eijφ
= e−ijφ

1− (eijφ)2j+1

1− eiφ =
e−i(j+1/2)φ − ei(j+1/2)φ

e−iφ/2 − eiφ/2

=
sin(j + 1/2)φ

sinφ/2

(6.7)
Odredimo sada koe�ijente aJ Clebsh-Gordanovog razvoja. Pretpostavimoprvo da je j1 ≥ j2.

χ(j1)(φ)χ(j2)(φ) =
e+i(j1+1/2)φ − e−i(j1+1/2)φ

2i sinφ/2

j2∑

m=−j2

eimφ

=
1

2i sinφ/2

j2∑

m=−j2

[

ei(j1+m+1/2)φ − e−i(j1−m+1/2)φ
]

= (zamjena m→ −m u drugom £lanu)
=

j2∑

m=−j2

sin(j1 +m+ 1/2)φ

sinφ/2

=

j2∑

m=−j2

χ(j1+m)(φ) (J ≡ j1 +m)

=

J=j1+j2∑

J=j1−j2

χ(J)(φ) .

(6.8)
(J mora biti pozitivan da bi bio labela neke IRREPS. Zato smo traºili j1 ≥ j2.)Za slu£aj j2 ≥ j1 imali bi sve isto, uz zamjenu j1 ↔ j2. Slijedi da op¢enitomoºemo pisati:

χ(j1)(φ)χ(j2)(φ) =

J=j1+j2∑

J=|j1−j2|

χ(J)(φ)Date: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



90 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehaniiDakle,
aJ =

(

χ(J), χ(j1)χ(j2)
)

=

J′=j1+j2∑

J′=|j1−j2|

(

χ(J), χ(J′)
)

︸ ︷︷ ︸

δJJ′odnosno,
D(j1) ⊗D(j2) =

J=j1+j2∑

J=|j1−j2|

⊕D(J) (6.9)Npr. D(1/2) ⊗D(1) = D(1/2) ⊕D(3/2).- Ovo da se svaka ireduibilna reprezentaija pojavljuje najvi²e jednom je velikopojednostavljenje svojstveno grupi rotaija.- D.Z. Uvjerite se da se dimenzije dobro zbrajaju tj. da je
J=j1+j2∑

J=|j1−j2|

(2J + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1)No, za primjene je zanimljivije zbrajanje stanja!
|j1,m1; j2,m2〉 su vektori koji su baza od V1 ⊗ V2 i koji su svojstveni vektorioperatora {J2

1,J
2
2, J1z, J2z}. No, postoji i baza |j1, j2; J,M〉 ≡ |J,M〉 tog istogprostora koju £ine svojstveni vektori operatora {J2

1,J
2
2,J

2, Jz}.- D.Z. Uvjerite se da je
[J2,J2

1] = [J2,J2
2] = 0- Dvije baze su naravno povezane:

|J,M〉 =
∑

m1,m2

|j1,m1; j2,m2〉〈j1,m1; j2,m2|
︸ ︷︷ ︸

=1

|J,M〉

〈j1,m1; j2,m2|J,M〉 ≡ CJMj1m1j2m2
Clebsh-Gordanovi koe�ijenti (6.10)Svojstva Clebsh-Gordanovih koe�ijenata∗

• CJMj1m1j2m2
= 0 ako nije |j1 − j2| ≤ J ≤ j1 + j2.Dokaz: o£ito iz rastava D(j1) ⊗D(j2).

• CJMj1m1j2m2
= 0 ako nije M = m1 +m2.Dokaz:

J = J1 + J2 ⇒ Jz − J1z − J2z = 0 (6.11)
〈j1,m1; j2,m2|(Jz − J1z − J2z)|J,M〉 = 0 (6.12)
(M −m1 −m2)〈j1,m1; j2,m2|J,M〉 = 0 (6.13)Revision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



6.3. Zbrajanje momenata impulsa i Clebsh-Gordanovi koe�ijenti 91
• CG-koe�ijenti imaju neodre�enu fazu. Standardni izbor je da se uzme
CJJj1j1j2(J−j1) realan i pozitivan. Kao (netrivijalna) posljedia toga, sviCG-koe�ijenti ispadaju realni.
•

∑

JM

CJMj1m1j2m2
CJMj1m′

1
j2m′

2

= δm1m′

1
δm2m′

2

•
∑

m1,m2

CJMj1m1j2m2
CJ

′M ′

j1m1j2m2
= δJJ′δMM ′

•
|J,M〉 =

∑

m1,m2

CJMj1m1j2m2
|j1,m1; j2,m2〉(Isti koe�ijenti pretvaraju baze u oba smjera.). Za dokaz, pomnoºiti s

∑

J,M CJMj1m′

1
j2m′

2

i koristiti svojstva ortogonalnosti.
•

CJMj1m1j2m2
= (−1)J−j1−j2CJMj2m2j1m1Izra£unavanje Clebsh-Gordanovih koe�ijenata∗Primjer: D(1/2) ⊗D(1/2) = D(1) ⊕D(0).Prva baza: |1/2,m1; 1/2,m2〉 ≡ |m1,m2〉. m1,2 = ±1/2 ⇒ 4 stanjaDruga baza: |J,M〉. M = −1, 0, 1 za J = 1 i M = 0 za J = 0. ⇒ 3 + 1 = 4stanja.

|1, 1〉 =
∑

m1,m2

C11
1

2
m1

1

2
m2

|m1,m2〉

(M = m1 +m2 = 1 ⇒ m1 = m2 =
1

2
)

= C11
1

2

1

2

1

2

1

2

|1
2
,
1

2
〉To ²to su oba stanja normirana povla£i da je |C11

1

2

1

2

1

2

1

2

| = 1. Ve¢ smo odabralida je C ∈ R, a sada jo² biramo i da je pozitivan: C11
1

2

1

2

1

2

1

2

= 1.
|1, 1〉 = |1

2
,
1

2
〉Sada, da bismo dobili ostale CG-koe�ijente, djelujemo s J− = J1− + J2− naobje strane ove jednadºbe:Date: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



92 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehanii
J−|1, 1〉 = ~

√

(1 + 1)(1− 1 + 1)|1, 0〉 = ~
√
2|1, 0〉

J1−|
1

2
,
1

2
〉 = ~| − 1

2
,
1

2
〉

J2−|
1

2
,
1

2
〉 = ~|1

2
,−1

2
〉Slijedi

|1, 0〉 = 1√
2

(

|1
2
,−1

2
〉+ | − 1

2
,
1

2
〉
)tj.

C10
1

2
− 1

2

1

2

1

2

= C10
1

2

1

2

1

2
− 1

2

=
1√
2Nadalje,

|1,−1〉 = | − 1

2
,−1

2
〉 ⇒ C1−1

1

2
− 1

2

1

2
− 1

2

= 1D.Z. - Dobiti ovo s J−.Na kraju, napi²imo, imaju¢i u vidu da M = m1 +m2

|0, 0〉 = α|1
2
,−1

2
〉+ β| − 1

2
,
1

2
〉 ,gdje su α i β koe�ijenti koje treba odrediti. Djelovanjem s J− na obje straneimamo:

0 = α| − 1

2
,−1

2
〉+ β| − 1

2
,−1

2
〉+ 0 + 0

= (α + β)| − 1

2
,−1

2
〉 ⇒ β = −α

(6.14)
⇒

|0, 0〉 = α

(

|1
2
,−1

2
〉 − | − 1

2
,
1

2
〉
)Normalizaija i izbor faze daju α = 1/

√
2 tj.

C00
1

2

1

2

1

2
− 1

2

= −C00
1

2
− 1

2

1

2

1

2

=
1√
2
.- Svi ostali koe�ijenti su nula.- Za CG-koe�ijente postoje tablie i ra£unalni programi. Za generalnu formuluvidi Hamermesh 9-8.Dosad re£eno nam opisuje pona²anje proizvoljnog kvantnomehani£kog stanja prirotaiji:

• |j,m〉 stanja se transformiraju pod IRREPsima - D-funkije
• sloºenija stanja reduiramo pomo¢u Clebsh-Gordanovih koe�ijenataRevision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



6.4. Tenzorski operatori i Wigner-Ekartov teorem 936.4 Tenzorski operatori i Wigner-Ekartov teo-remU pro²la dva odjeljka smo nau£ili rotirati kvantnomehani£ka stanja. Da bismopotpuno ovladali primjenama rotaijske simetrije u kvantnoj mehanii potrebnoje znati i kako se pri rotaijama pona²aju kvantnomehani£ki operatori.Primjer: Skalarni operator S- D(R)SD(R)−1 = S � invarijantan na rotaije (po de�niiji)
e−iJ ·n̂φ/~Se−iJ·n̂φ/~ =

(

1− i

~
J · n̂φ

)

S

(

1 +
i

~
J · n̂φ

)

+O(φ2)

= S − i

~
(JS − SJ) · n̂φ

= S ⇒ [J , S] = 0

(6.15)(Analogno kao ²to o£uvani operatori tj. operatori invarijantni na translaije uvremenu komutiraju s hamiltonijanom � generatorom translaija u vremenu.)Matri£ni elementi od S? (Obi£no je najzanimljivije znati neke informaije omatri£nim elementima operatora.)
〈j′m′|S|jm〉 = ?

〈j′m′|SJ2|jm〉 = 〈j′m′|J2S|jm〉
j(j + 1)~2〈j′m′|S|jm〉 = j′(j′ + 1)~2〈j′m′|S|jm〉

(j − j′)(j + j′ + 1
︸ ︷︷ ︸

6=0

)〈j′m′|S|jm〉 = 0

⇒ 〈j′m′|S|jm〉 ∝ δjj′Sli£no (D.Z),
〈j′m′|S|jm〉 ∝ δmm′ .Zna£i, samo

〈jm|S|jm〉 6= 0 Izborno praviloPromotrimo li sada matri£ne elemente od SJ+ moºemo dobiti dodatne infor-maije:
〈jm|SJ+|jm− 1〉 = 〈jm|J+

︸ ︷︷ ︸

〈Jjm|

S|jm− 1〉

~
√

(j −m+ 1)(j +m)〈jm|S|jm〉 = ~
√

(j +m)(j −m+ 1)〈jm− 1|S|jm− 1〉
〈jm|S|jm〉 = 〈jm− 1|S|jm− 1〉Date: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



94 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehaniiDakle, matri£ni element 〈jm|S|jm〉 ne ovisi o m! Obi£aj je u tom slu£aju pisati
〈j′m′|S|jm〉 = δjj′δmm′ 〈j′||S||j〉

︸ ︷︷ ︸tzv. reduirani matri£ni elementZa dati j, umjesto (2j + 1)2 matri£nih elemenata, dovoljno je izra£unati jedan!Za poop¢enje ovog na sloºenije operatore treba promatrati operatore koji sedobro transformiraju na rotaije � tenzorski operatori. Podsjetimo se: Stanjakoja se �dobro� transformiraju pri rotaijama su |jm〉 sa svojstvom
D(r)|jm〉 =

∑

m′

|jm′〉〈jm′|D(R)|jm〉 =
∑

m′

Dj
mm′ |jm′〉De�niija 26 (Ireduibilni sferi£ni tenzorski operator)Ireduibilni sferi£ni tenzorski operator T (k) ranga k, sa 2k + 1 komponenata

T
(k)
q , q = −k,−k + 1, . . . , k je operator koji zadovoljava

D(R)T (k)
q D(R)−1 =

k∑

q′=−k

D
(k)
q′q(R)T

(k)
q′ (6.16)Ekvivalentno, sferi£ne tenzore moºemo de�nirati zahtjevima

[Jz, T
(k)
q ] = ~qT (k)

q (6.17)
[J±, T

(k)
q ] = ~

√

(k ∓ q)(k ± q + 1)T
(k)
q±1 (6.18)(D.Z. pokaºite ekvivalentnost ovih de�niija. Naputak: Napi²ite originalnude�niiju u in�nitezimalnom obliku.)Npr. Jz i ∓(1/√2)J± formiraju sferi£ni tenzor ranga 1. (D.Z. pokaºite to!)N.B. "Komponente" sferi£nog tenzora su tako�er operatori. Ne dolaziti u zabunus komponentama matria � brojevima. Ove "komponente" sferi£nog tenzorase naravno tako�er mogu napisati u matri£nom obliku i onda one imaju svojekomponente tj. matri£ne elemente koji jesu brojevi.N.B. D(j) nije tenzorski operator ranga j.Teorem 9 (Wigner-Ekart)Matri£ni elementi tenzorskih operatora izme�u svojstvenih stanja momenataimpulsa zadovoljavaju relaiju

〈j′m′|T (k)
q |jm〉 = Cj

′m′

jmkq

〈j′||T (k)||j〉√
2j + 1

, (6.19)gdje je 〈j′||T (k)||j〉 tzv. reduirani matri£ni element koji ne ovisi o m, q i m′.Za dokaz vidi literaturu.Posljedia ovog teorema je da izra£unavanje jednog jedinog matri£nog elementa(npr. za slu£aj m′ = q = m = 0) onda omogu¢uje trivijalno odre�ivanje svihostalih pomo¢u tablia Clebsh-Gordanovih koe�ijenata.Revision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



6.4. Tenzorski operatori i Wigner-Ekartov teorem 95Primjer: skalarni operator
S = T

(0)
0 ⇒ 〈j′m′||T (0)

0 |jm〉 = Cj
′m′

jm00

〈j′||T (0)||j〉√
2j + 1pa svojstva Clebsh-Gordanovih koe�ijenata automatski daju rezultate iz uvodaovog odjeljka:

• m+ 0 = m′ ⇒ m = m′

• |j − 0| ≤ j′ ≤ j + 0 ⇒ j = j′Primjer: Izborna pravila za dipolno zra£enjeAmplituda ∝ 〈n′l′m′|E · x|nlm〉 = E · 〈n′l′m′|x|nlm〉

E� vanjsko polje (nije operator). x� tenzor ranga 1 (vektor); x(1)q , xz ↔ x
(1)
0 ,

xx,y ↔ x
(1)
±1 Teorem ⇒

〈n′l′m′|x(1)q |nlm〉 = Cl
′m′

lm1q

〈n′l′||x(1)||nl〉√
2l + 1

,

• |l − 1| ≤ l′ ≤ l+ 1 ⇒ ∆l = ±1, 0

• m+ q = m′ ⇒� za E = Eẑ m′ = m� za E = Ex̂, Eŷ m′ = m± 1

⇒ ∆m = ±1, 0(Usput, dodatna simetrija koju ima ovaj sustav, simetrija pariteta, zabranjuje
δl = 0 prijelaze.)6.4.1 Veza kartezijevih i sferi£nih tenzoraTenzore smo (de�niija 21) de�nirali kao objekte koji se pri rotaiji transformi-raju kao npr.:

Tij −→ Rii′Rjj′Ti′j′ (tenzor ranga 2)To su kartezijevi tenzori.Kartezijevi tenzori ranga 1 tj. uobi£ajeni kartezijevi vektori se tako�er mogude�nirati kao trojke operatora koje zadovoljavaju komutaijske relaije
[Ji, Vj ] = i~ǫijkVk (6.20)Date: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



96 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehaniiProblem kartezijevih tenzora je da nisu ireduibilni. To se ne vidi na tenzorimaranga 0 ili 1 koji jesu ireduibilni i jednaki su odgovaraju¢im sferi£nim tenzorimado na druga£ije kombinaije komponenata. Konkretno:
T

(0)
0 (sferi£ni tenzor ranga 0 tj. skalar) = T (kartezijev tenzor ranga 0 tj. skalar)(6.21)Za operatore ranga 1 (vektore) imamo ve¢ spomenute relaije

T
(1)
0 = Tz , T

(1)
±1 = ∓ 1√

2
(Tx ± iTy) , (6.22)i rotaije o£ito mije²aju sve tri komponente kartezijevog tenzora T . Me�utim,kartezijev tenzor ranga 2, Tij , vi²e nije ireduibilan; njegovih 9 komponenti semoºe organizirati u kombinaije koje se me�usobno ne mije²aju pri rotaijama.Kao prvo, trag tenzora TrT = Tii je invarijantan na rotaije:

Tii = δijTij −→ δijRii′Rjj′Ti′j′ = (Rji′Rjj′ )Ti′j′ = (RTR)i′j′Ti′j′ (6.23)
= δi′j′Ti′j′ = Ti′i′ , (6.24)gdje smo u predzadnjem koraku upotrijebili svojstvo ortogonalnosti matriarotaije. Dakle, trag Txx + Tyy + Tzz je skalar tj. tenzor ranga 0. Nadalje,kartezijev tenzor Tij , ba² kao i svaku matriu, moºemo rastaviti na antisimetri£nii simetri£ni dio:

Tij =
1

2
(Tij − Tji) +

1

2
(Tij + Tji) . (6.25)Lako je uo£iti da rotaije ne mije²aju ove dvije komponente: rotaija (anti)simet-ri£ne matrie daje (anti)simetri£nu matriu. (Vidi zadatak 6.13). Tako tri neza-visne antisimetri£ne kombinaije, (Txy − Tyx)/2, (Tyz − Tzy)/2 i (Tzx − Txz)/2,£ine sferi£ni tenzor prvog ranga tj. vektor, ²to se vidi po broju komponenata i po£injenii da je ovaj tro£lani skup ireduibilan tj. rotaije pretvaraju jedan ele-ment u drugi. Simetri£ni dio ima ²est komponenata, Txx, Tyy, Tzz, (Txy+Tyx)/2,

(Tyz+Tzy)/2 i (Tzx+Txz)/2, ali treba uo£iti da je zbroj prvih triju jednak traguza kojeg znamo da je posebno ireduibilan pa ga treba eliminirati da bi se do-bilo pet nezavisnih komponenata koje £ine sferi£ni tenzor drugog ranga. Dakle,kona£ni rastav kartezijevog tenzora drugog ranga na ireduibilne tenzore ranga0, 1 i 2 je
Tij =

1

3
δijTkk +

1

2
(Tij − Tji) +

[
1

2
(Tij + Tji)−

1

3
δijTkk

]

, (6.26)gdje faktor 1/3 osigurava da zadnji £lan bude traga nula. (Cf. Sakurai odjeljak3.10)6.5 Degeneraija nivoa vodikovog atoma i SO(4)simetrijaVidjeli smo u odjeljku 3.5 da postojanje operatora simetrije {U(g) | g ∈ G},
[U(g), H ] = 0 povla£i degeneraiju energijskih nivoa koji odgovaraju stanjima
{U(g)|α〉 | g ∈ G}. Tamo je to bilo ilustrirano na primjeru kona£nih grupa.Revision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



6.5. Degeneraija nivoa vodikovog atoma i SO(4) simetrija 97Zanimljiv primjer degeneraije kao posljedie kontinuirane sferne simetrije sunivoi u vodikovom atomu. Hamiltonijan (u CGS sustavu jedinia)
H =

p2

2m
− e2

r
. (6.27)je rotaijski simetri£an i kao posljedia toga komutira s operatorom rotaija

[H,D(n, φ)] = 0 . (6.28)To povla£i da svih 2l + 1 stanja date ireduibilne reprezentaije grupe rotaijas kvantnim brojem l
{
|nlm〉 | m ∈ {−l,−l+ 1, ..., l}

}
=

{
D(g)|nlm〉 | g ∈ SO(3)

} (6.29)ima istu energiju, kako smo ve¢ spominjali u odjeljku 2.2.Me�utim, poznato je da energije stanja vodikovog atoma ne ovise ni o kvantnombroju l i da n2 stanja
{
|nlm〉 | l = {0, 1, . . . , n− 1};m ∈ {−l,−l+ 1, . . . , l}

} (6.30)imaju istu energiju†
En = − e4m

2~2n2
. (6.31)Dakle, umjesto 2l+1-struke degeneraije koju o£ekujemo kao posljediu rotai-jske simetrije imamo ve¢u, n2-struku degeneraiju. Ovakva situaija obi£nozna£i da sustav ima ve¢u simetriju nego ²to smo originalno o£ekivali. Koju tosimetriju, pored rotaijske, ima sustav opisan hamiltonijanom (6.27)? Da bismoistraºili to pitanje vratit ¢emo se u podru£je klasi£ne �zike gdje se javlja sli£nasituaija u problemu dva tijela £iji je hamiltonijan

H =
p2

2m
− e2M

r
; e2M ≡ GMm . (6.32)matemati£ki ekvivalentan onom vodikovog atoma.Kod problema dva tijela rotaijska simetrija i njoj odgovaraju¢i zakon o£uvanjamomenta impulsa (L=onst.) manifestiraju se kroz £injeniu da putanja sustava(elipsa) ostaje ijelo vrijeme u istoj ravnini. Me�utim, i ovdje se javlja zanimljivadodatna simetrija � putanja je zatvorena elipsa i smjer perihela elipse je tako�erkonstantan‡. Odgovaraju¢i o£uvani vektor je tzv. Laplae-Runge-Lenzov vektor

M = v ×L− e2M
r
r . (6.33)Njegovo o£uvanje (M=onst.), slijedi iz drugog Newtonovog zakona uz maloelementarne vektorske algebre. Prije svega primijetimo da jedr̂dt =

ddt rr =
rv − r r·v

r

r2
,

†Ovdje radimo s pojednostavljenim modelom vodikovog atoma opisanim hamiltonijanom(6.27). U realnom vodikovom atomu postoje i dodatni £lanovi u hamiltonijanu, poput £lanainterakije spina i orbite, koji razbijaju ovu degeneraiju i £ine da energije nivoa ovise i oorbitalnom kvantnom broju l � tzv. �na struktura vodikovog spektra.
‡Ovo vrijedi u klasi£noj Newtonovoj teoriji gravitaije. Poznato je da Einsteinova teorijagravitaije korigira ovaj rezultat i da poloºaj perihela elipse nije konstantan ve¢ vrlo polakopreesira.Date: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



98 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehaniigdje smo iskoristili r · v = d(r · r)/2dt = rdr/dt.Sad deriviramo (6.33) po vremenu, uz kori²tenje (dv/dt = F /m = −(e2Mr)/(mr3)):dMdt =
dvdt ×L+ v × dLdt

︸︷︷︸

=0

−e2M
dr̂dt

= − e2M
mr3

r ×L
︸ ︷︷ ︸

(r·p)r−r2p

− e2M
mr3

[

r2p− r(r · p)
]

= 0Primjetite kako je za ovaj izvod klju£no da je F ∝ 1/r2.Tako�er, uo£ite da su M i L okomiti (M ·L = 0, trivijalno).Posebno je zanimljivo kako sad nakon ²to smo identi�irali ovaj dodatni o£uvanivektor (6.33) moºemo lako rije²iti problem dvaju tijela:
r ·M = r · (v ×L)

︸ ︷︷ ︸

L·(r·v)

−e
2
M

r
r2 =

L2

m
− e2Mr

= rM cos θ

(6.34)gdje je θ kut kojeg zatvara r prema konstantnom vektoru M . Ovu jednadºbumoºemo prepisati u obliku
1

r
=
e2Mm

L2

(

1 +
M

e2M
cos θ

) (6.35)²to prepoznajemo kao polarnu jednadºbu elipse eksentriiteta e =M/e2M (usp.npr. Goldstein, jedn. (3-51)). Dakle rije²ili smo problem i dobili trajektorijusustava bez ikakvog rje²avanja diferenijalne jednadºbe gibanja!Moºemo li sad ova saznanja primjeniti u kvantnoj mehanii na na² po£etni prob-lem dodatne degeneraije nivoa vodikovog atoma? Postoji li kvantnomehani£kioperator koji bi bio analogon Laplae-Runge-Lenzovog vektora (6.33)? Naivnipoku²aj s operatorom
M =

p

m
×L− e2 r

r
. (6.36)ne prolazi jer ovaj operator, zbog

(p×L)† = −L× p ,nije hermitski. Stoga je potrebno de�nirati kvantni Laplae-Runge-Lenzov vek-tor ovako:
M =

1

2m

(
p×L−L× p

)
− e2r

r
. (6.37)Revision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



6.5. Degeneraija nivoa vodikovog atoma i SO(4) simetrija 99Uz podosta ra£una (vidi Greiner&Müller, ex. 14.4�14.8) pokazuje se da vrijedi
[M , H ] = 0 , (A)
L ·M = 0 , (B)
M2 =

2H

m
(L2 + ~2) + e4 , (C)

[Li,Mj] = i~ǫijkMk , (D)
[Mi,Mj] = i~ǫijk

(

−2H

m

)

Lk . (E)(A) kaºe da je M o£uvan i u kvantnomehani£kom slu£aju, a (D) da je Mkartezijev vektor u smislu odjeljka 6.4. (Klasi£ni analogon jednadºbe (C) je
M 2 = 2EL2/m+ e4M .)De�nirajmo sada operator

M ′ ≡
(

−2H

m

)− 1

2

M . (6.38)Uo£ite da je izraz u zagradi pozitivno de�nitan jer je spektar operatora Hijeli negativan budu£i da radimo s vezanim stanjima vodikovog atoma. Ovakavreskalirani operatorM ′ zadovoljava sada komutaijske relaije
[M ′

i ,M
′
j] = i~ǫijkLk . (E')i pomo¢u njega moºemo de�nirati dva nova operatora

I =
1

2

(
L+M ′

) (6.39)
K =

1

2

(
L−M ′

)
. (6.40)(Odnosno L = I + K i M ′ = I − K.) Uporabom relaija (D) i (E') testandardnih komutaijskih relaija za moment impulsa L lako se vidi da ovadva operatora zadovoljavaju komutaijske relaije

[Ii, Ij ] = i~ǫijkIk (6.41)
[Ki,Kj ] = i~ǫijkKk (6.42)
[Ii,Kj ] = 0 (6.43)²to zna£i da i Ii iKi generiraju svaki svoju algebru grupe SO(3) tj. da je ukupnagrupa simetrija vodikovog atoma SO(3)×SO(3)§Sad moºemo upotrijebiti na²e poznavanje svojstava reprezentaija grupe SO(3).�injenia da Ii i Ki zadovoljavaju iste komutaijske relaije kao i moment im-pulsa povla£i da su svojstvene vrijednosti od I2 i(i+1)~2, a od K2 k(k+1)~2,uz i, k = 0, 1/2, 1, 3/2, ....

§Vrijedi grupni identitet SO(3)×SO(3) = SO(4). Otud naslov ovog odjeljka. SO(4) je grupagenerirana s 6 generatora Lµν = xµpν − xνpµ; µ, ν = 1, 2, 3, 4; [xµ, pν ] = i~δµν . De�niramoli Li =
1

2
ǫijkLjk i M ′

i = L4i, i, j, k = 1, 2, 3, dobijemo gornje komutaijske relaije.Date: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



100 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehaniiDodatni uvjet na ove svojstvene vrijednosti je relaija (B) koja daje:
0 = L ·M ′ = (I)2 − (K)2 = i(i+ 1)~2 − k(k + 1)~2 , (6.44)odnosno i = k ≡ j. (Alternativno rje²enje jednadºbe (6.44) i = −(k + 1) nijemogu¢e jer daje negativne svojstvene vrijednosti za i ili k.)Prepi²imo sada jednadºbu (C) pomo¢u novih operatora. Mnoºenjem (C) s

(−2H/m)−1 dobije se
M ′2 = −(L2 + ~2)− me4

2H
(6.45)ili

−me
4

2
H−1 =M ′2 +L2 + ~2 (6.46)

=
[
I −K

]2
+
[
I +K

]2
+ ~2 (6.47)

= 2
[
I2 +K2

]2
+ ~2 . (6.48)To zna£i da za svojstvena stanja energije i momenta impulsa vrijedi

− me
4

2
E−1 = 2

[
i(i+1)~2+ k(k+1)~2

]2
+ ~2 = ~2

[
4j(j+1)+1

]
= ~2(2j+1)2(6.49)²to daje spektar

E = − me4

2~2(2j + 1)2
. (6.50)Uvedemo li kvantni broj n ≡ 2j+1, onda iz j = 0, 1/2, 1, . . . slijedi n = 1, 2, 3, . . .i ovo prepoznajemo kao ispravni izraz za spektar vodikovog atoma.Kako je �pravi� angularni moment L = I +K njegove svojstvene vrijednostidane su pravilima za zbrajanje momenata impulsa tj.

|j − j| ≤ l ≤ j + j (6.51)tj. l ≤ 2j ≤ n − 1, ²to je poznati rezultat. Tako�er, l automatski ispadajelobrojan. Dakle i kvantnomehani£ki spektar vodikovog atoma smo na²li bezrje²avanja Shrödingerove jednadºbe!Degeneraija. Da se jo² jednom uvjerimo da je degeneraija svakog nivoa n2-struka moºemo brojati stanja u bazi koja dijagonalizira operatore H , L2 i Lz,²to je uobi£anjena |nlm〉 baza. Tu za dati n imamo sve skupa
n−1∑

l=0

(2l + 1) =
n

2

(
1 + 2(n− 1) + 1)

)
= n2 (6.52)degeneriranih stanja.Revision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



6.5. Degeneraija nivoa vodikovog atoma i SO(4) simetrija 101Alternativna baza je ona koja dijagoalizira operatore I2 = K2, Iz i Kz £ijevektore moºemo ozna£iti kao |j,mi,mk〉 i koja daje degeneraiju
j

∑

mi=−j

j
∑

mk=−j

1 = (2j + 1)2 = n2 , (6.53)u skladu s prvim ra£unom.Literatura: Shi�(68), Set. 30, Greiner&Müller, Jones,Zadai6.1 Odredite 〈j,m′|Ji|j,m〉 ≡ (Ji)m′m za j = 1/2 i j = 16.2 Pokaºite da vrijedi:
〈j,m′|D(j)(φ, θ, ψ)|j,m〉 = e−im

′φ−imψ〈j,m′|e−iJyθ/~|j,m〉 , (6.54)gdje su φ, θ i ψ tri Eulerova kuta, te odredite ekspliitno ove matri£neelemente za j = 1/2.6.3 Izrazite stanje |J · n̂,+〉 de�nirano svojstvom
J · n̂|J · n̂,+〉 = ~

2
|J · n̂,+〉preko stanja baze |j = 1/2,m = ±1/2〉.6.4 Koja je vjerojatnost da mjerenje projekije spina na z-os za stanje iz pro²logzadatka da rezultat ~/2?6.5 Neka je |n̂〉 svojstveno stanje operatora usmjerenja u 3D prostoru. Uo£iteda je

〈n|lm〉 = Y ml (n̂) = Y ml (θ, φ) .Promatraju¢i operator D(φ, θ, 0) koji rotira |ẑ〉 u |n̂〉 pokaºite da vrijedi
Dl
m0(φ, θ, 0) =

√

4π

2l + 1
Y m

∗

l (θ, φ) .6.6 Promotrite stanje |roty(β)〉, dobiveno rotaijom stanja |l = 2,m = 0〉 zakut β oko y-osi. Prona�ite vjerojatnosti da mjerenje projekije momentaimpulsa na z-os da vrijednosti m′ = 0,±1,±2.6.7 �estia spina 1/2 je u D stanju orbitalnog momenta impulsa (l = 2). Kojasu mogu¢a stanja ukupnog momenta impulsa? Koje su energije tih stanjaako je hamiltonijan
H = A+BL · S + CL2gdje su A, B i C poznate konstante?6.8 Izrazite komponente sferi£nog vektora r(1) = (r

(1)
−1 , r

(1)
0 , r

(1)
1 ) preko kartezi-jevih komponenata rx, ry , rz tj. izvedite relaiju (6.22).Date: 2012-02-24 6_rotaije.tex Revision: 1.10



102 6. Rotaije i moment impulsa u kvantnoj mehanii6.9 Neka je poznato da za sferi£ni vektorski operator σ vrijedi
〈1
2
,
1

2
|σ0|

1

2
,
1

2
〉 = 1 .Izra£unajte sve ostale matri£ne elemente ovog operatora izme�u stanja s

j = 1/2.6.10 Prona�ite izborna pravila za zra£enje u kristalu s C3v simetrijom za zra£enjepolarizirano (a) duº z-osi i (b) duº x ili y osi.6.11 Tri matrie, Mx, My, i Mz, svaka 256 × 256, zadovoljavaju komutaijskerelaije [Mi,Mj] = i
∑

k ǫijkMk. Svojstvene vrijednosti od Mz su:svojstvena vrijednost 2 -2 3/2 -3/2 1 -1 1/2 -1/2 0koliko puta se pojavljuje 1 1 8 8 28 28 56 56 70Navedite svojstvene vrijednosti matrieM2 ≡M2
x+M

2
y+M

2
z i broj njihovihpojavljivanja.6.12 Pokaºite da se sve komponente tenzorskog operatora T (J)

M mogu dobiti iz
T

(J)
J uzastopnom primjenom operatora J−:

T
(J)
M = C(J,M)[J−, [J−, . . . [J−, T

(J)
J ]...]] .Koliki je C(J,M)?6.13 Pokaºite da se simetri£ni i antisimetri£ni dijelovi tenzora drugog ranga nemije²aju pri rotaijama.

Revision: 1.10 6_rotaije.tex Date: 2012-02-24



103
Poglavlje 7SU(N) grupe i �zikaelementarnih £estia
7.1 Izospin i SU(2)Proton (p) i neutron (n) se obzirom na jake nuklearne sile pona²aju vrlo sli£no.To je dobro vidljivo npr. u energijama pobu�enih stanja zralnih jezgara 11

6 Ci 11
5 B (Zralne jezgre su jezgre koje se razlikuju samo na zamjenu p ↔ n.)prikazanim u Tablii 7.1 To je navelo Heisenberga da pretpostavi postojanjeapstraktne simetrije, tzv. izospinske simetrije, koja povezuje stanja p i n naisti na£in kao ²to rotaijska simetrija povezuje stanja |+〉 i |−〉 elektrona ili bilokojeg drugog sustava spina 1/2. Tako bi |p〉 i |n〉 bili samo dva stanja jedne teiste £estie � nukleona (|N〉). Grupno-teorijski, spin i izospin se ne razlikuju iobje grupe su SU(2). Za korespondeniju me�u stanjima se obi£no uzima:

|p〉 ←→ |+〉 = |1
2
,
1

2
〉 (7.1)

|n〉 ←→ |−〉 = |1
2
,−1

2
〉 . (7.2)Generatori izospina Ii, i = 1, 2, 3 imaju iste komutaijske relaije kao i operatorimomenta impulsa (generatori rotaija):

[Ii, Ij ] = iǫijkIk , (7.3)Tablia 7.1: Energije, u MeV, tri stanja zralnih jezgara 11
6 C i 11

5 B. Vidljivo jeda su razlike izme�u ove dvije jezgre vrlo male.
11
6 C 2.00 4.31 4.79
11
5 B 2.12 4.44 5.02Date: 2012-05-04 7_sun.tex Revision: 1.3



104 7. SU(N) grupe i �zika elementarnih £estia²to onda ima za posljediu relaije svojstvenih vrijednosti:
I2|N〉 = 1

2

(
1

2
+ 1

)

|N〉 (7.4)
I3|p〉 =

1

2
|p〉 (7.5)

I3|n〉 = −
1

2
|n〉 . (7.6)Treba imati na umu da ove tri koordinate i = 1, 2, 3, za razliku od slu£ajarotaijske simetrije, nemaju nikakve veze sa prostornim x, y i z osima, ve¢ je ri-je£ o posebnom izospinskom vektorskom prostoru. Isto kao i kod spina, moºemode�nirati operatore dizanja i spu²tanja I+ i I− koji �pretvaraju� proton u neu-tron ili obratno.Zna£aj izospinske simetrije po£iva na pretpostavi da je hamiltonijan jake nuk-learne sile Hstrong izo-simetri£an tj. da komutira s generatorima izospina:

[Hstrong, Ii] = 0 . (7.7)Naime, kako je doti£ni hamiltonijan vrlo sloºen i slabo poznat, svaka ovakva in-formaija o njegovim svojstvima simetrije je od velike pomo¢i, kako ¢emo vidjetikroz slijede¢e primjere £iji je matemati£ki formalizam u potpunosti ekvivalentanmatemati£kom formalizmu rotaijske simetrije iz poglavlja 6.Primjer: deuteronDeuteron (jezgra deuterija) je vezano stanje jednog protona i jednog neutrona.Pogledajmo prvo op¢enitu situaiju stanja dva nukleona. Ukupni izospin do-bivamo direktnim mnoºenjem dvaju I = 1/2 izospinskih stanja i Clebsh-Gordanovim razvojem na direktni zbroj :
(
I =

1

2

)
⊗
(
I =

1

2

)
=

(
I = 0

)
⊕
(
I = 1

)
. (7.8)To zna£i da dva nukleona mogu postojati u £etiri izospinska stanja: tri s I = 1(tzv. izotriplet):

|p〉|p〉 I3 = 1 (7.9)
1√
2

(
|p〉|n〉+ |p〉|n〉

)
I3 = 0 (7.10)

|n〉|n〉 I3 = −1 , (7.11)i jedno s I = 0 (tzv. izosinglet):
1√
2

(
|p〉|n〉 − |p〉|n〉

)
I3 = 0 . (7.12)Situaija je u potpunosti analogna zbrajanju momenata impulsa dvaju stanjasa spinom 1/2, u odjeljku 6.3.Revision: 1.3 7_sun.tex Date: 2012-05-04



7.1. Izospin i SU(2) 105E sad, eksperimentalno je poznato da u prirodi nema vezanih stanja od samodva protona (|p〉|p〉) ili dva neutrona (|n〉|n〉). Izospinska simetrija onda nalaºeda se ne pojavljuje ni tre¢e stanje |I = 1, I3 = 0〉 ve¢ da primje¢eno deuteronskostanje bude |I = 0, I3 = 0〉. Tu informaiju sad moºemo iskoristiti na slijede¢ina£in. Op¢enito stanje (poloºaj, spin i izospin) dva nukleona moºemo zapisatiu obliku
ΨN−N = φ(r1, r2)Σ(S1,S2)ζ(I1, I2) , (7.13)odnosno u sustavu samog deuterona i u bazi relativnih koordinata, te ukupnogspina i izospina:
ΨN−N = ρ(r)Y ML

L |S,MS〉|I,MI〉 . (7.14)Za deuteron u osnovnom stanju poznato je da mu je orbitalni moment impulsa
L = 0∗, a upravo smo zaklju£ili da mu je i izospin I = 0. To zna£i da stanjedeuterona mora biti oblika

Ψdeuteron = ρ(r)
1√
4π
|S,MS〉|I = 0,MI = 0〉 . (7.15)Nadalje, iz kvantne mehanike je poznato da valne funkije moraju biti anti-simetri£ne na zamjenu dva identi£na fermiona. Izospinska simetrija onda ovdjenalaºe da Ψdeuteron bude antisimetri£no na zamjenu p↔ n. De�niramo li ondaoperator zamjene Ppn imamo

PpnΨdeuteron = −Ψdeuteron (7.16)dok se s druge strane vidi da je
PpnR(r) = R(r) (7.17)

Ppn|I = 0,MI = 0〉 = −|I = 0,MI = 0〉 . (7.18)(Prvo je trivijalno, a drugo slijedi iz (7.12).) To onda povla£i da mora biti
Ppn|S,MS〉 = +|S,MS〉 , (7.19)a kako su mogu¢a stanja ukupnog spina protona i neutrona (svaki ima spin

S = 1/2) S = 0 (singlet, antisimetri£an na Ppn) i S = 1 (triplet, simetri£an na
Ppn) vidimo da ukupni spin protona i neutrona u deutronu mora biti S = 1.Kako je L = 0 odmah znamo i ukupni spin deuterona: J = 1.Primjer: Pion-nukleon raspr²enjeI ostale subnuklearne £estie se grupiraju u izospinske multiplete. Tako tri piona,
π+, π0 i π− tvore izo-triplet I = 1 masa I3

π+ 139.59 1
π0 135.00 0
π− 139.59 -1

∗U stvarnosti, deuteron ima i malu primjesu stanja s L = 2 koju ovdje zanemarujemo.Date: 2012-05-04 7_sun.tex Revision: 1.3



106 7. SU(N) grupe i �zika elementarnih £estiaRazmotrimo sada raspr²enje piona i nukleona. U takvom raspr²enju moºe do¢ido promjena vrste £estia pa su tako mogu¢e raspr²enja π0p → π0p, ali i
π0p→ π+n. Amplitude, a time i udarni presjei ovakvih raspr²enja su odre�enimatri£nim elementima tzv. operatora raspr²enja S, 〈π+n|S|π0p〉; gdje nas samoperator S ovdje ne zanima pobliºe, do na £injeniu da pretpostavljamo da je onizoskalar (I = 0). Cilj nam je pokazati da izospinska simetrija nalaºe povezanostraznih amplituda π −N raspr²enja, tako ²to ¢emo pokazati da je

〈π+n|S|π0p〉 =
√
2

[

〈π0p|S|π0p〉 − 〈π+n|S|π+n〉
]

. (7.20)Koliki je ukupni izospin |πN〉 stanja? Ponovno trebamo standardni Clebsh-Gordanov razvoj:
(
I = 1

)
⊗
(
I =

1

2

)
=

(
I =

1

2

)
⊕
(
I =

3

2

)
. (7.21)

|πN〉 stanja sad moºemo izraziti u bazi ukupnog izospina koriste¢i Clebsh-Gordanove koe�ijente iz tablia:
|π0p〉 = |10; 1

2

1

2
〉 = C

1

2

1

2

10 1

2

1

2

|1
2

1

2
〉+ C

3

2

1

2

10 1

2

1

2

|3
2

1

2
〉 (7.22)

= − 1√
3
|1
2

1

2
〉+

√

2

3
|3
2

1

2
〉 (7.23)

|π+n〉 =
√

2

3
|1
2

1

2
〉+ 1√

3
|2
3

1

2
〉 (7.24)Tako amplituda raspr²enja π0p→ π+n ima oblik

〈π+n|S|π0p〉 =
(

1√
3
〈3
2

1

2
|+

√

2

3
〈1
2

1

2
|
)

S

(

− 1√
3
|1
2

1

2
〉+

√

2

3
|3
2

1

2
〉
) (7.25)

=

√
2

3

(
S3/2 − S1/2

)
, (7.26)gdje smo uveli oznaku SI na o£it na£in. Sli£no se dobije

〈π0p|S|π0p〉 = 2

3
S3/2 +

1

3
S1/2//〈π+n|S|π+n〉 =

1

3
S3/2 +

2

3
S1/2 , (7.27)a onda lako i gore traºena formula.Treba primijetiti da ova analiza pokazuje da su sva mogu¢a π − N raspr²enjaopisana sa samo dvije nepoznate amplitude: S1/2 i S3/2! Ovakva analiza jeprinipijelno ekvivalentna analizi pomo¢u Wigner-Ekartovog teorema kakvusmo radili u kontekstu rotaijske simetrije.Pitanje: Gdje smo u gornjoj analizi upotrijebili £injeniu da je operator Sizoskalar?Revision: 1.3 7_sun.tex Date: 2012-05-04



7.2. Hipernaboj i SU(3), kvarkovi∗ 107Primjer: Omjer udarnih presjeka proesa p+d→ π+ 3H i p+d→ π0 3HeOmjer udarnih presjeka je dan s
R =

σ(p+ d→ π+ 3H)

σ(p+ d→ π0 3He)
=
|〈π+ 3H|S|pd〉|2
|〈π0 3He|S|pd〉|2 . (7.28)

3He i 3H tvore izodublet
(

3He
3H

)

I =
1

2
, (7.29)a d je deuteron.Postupamo kao u pro²lom primjeru i prikazujemo po£etno i kona£na stanja ubazi ukupnog izospina:

|pd〉 = |1
2

1

2
; 00〉 = |I =

1

2
,MI =

1

2
〉 (7.30)

|π+ 3H〉 = |11; 1
2
− 1

2
〉 = C

3

2

1

2

11 1

2
− 1

2

|3
2

1

2
〉+ C

1

2

1

2

11 1

2
− 1

2

|1
2

1

2
〉 (7.31)

|π0 + 3He〉 = |10; 1
2

1

2
〉 = C

3

2

1

2

10 1

2

1

2

|3
2

1

2
〉+ C

1

2

1

2

10 1

2

1

2

|1
2

1

2
〉 . (7.32)Prilikom kreiranja matri£nog elementa 〈|S|〉 stanja s izospinom 3/2 u kona£nomstanju ne sudjeluju (o£uvanje izospina) i dobijamo

R =
|
√

2/3S1/2|2

| −
√

1/3S1/2|2
= 2 , (7.33)²to je u sasvim pristojnom slaganju s eksperimentalnim brojkama koje su R =

1.91 ili, drugi eksperiment, R = 2.26.7.2 Hipernaboj i SU(3), kvarkovi∗[... bit ¢e dodano kasnije (vidi odgovaraju¢e dijelove u [1℄, i dodatnou Halzen and Martin, Quarks and leptons, odjelji 2.6, 2.8, 2.9 i 2.11)...℄Vidi sliku 7.1 . . .7.3 Struktura grupe SU(3)Znamo da grupe SU(N) imaju N2 − 1 generatora, ²to zna£i da ih SU(3) imaosam. Op¢eniti element grupe ¢e stoga biti exp(i∑8
A=1 αATA), gdje su αArealni parametri, a TA generatori. Algebra grupe je

[TA, TB] = ifABCTC (7.34)Date: 2012-05-04 7_sun.tex Revision: 1.3



108 7. SU(N) grupe i �zika elementarnih £estia

Slika 7.1: Barionski oktetgdje su fABC strukturne konstante grupe. Kao i kod SU(2), ove strukturne kon-stante su potpuno antisimetri£ne u sva tri indeksa (vidi zadatak 7.2). Kao i kodSU(2) gdje su generatori u de�niionoj (najniºoj netrivijalnoj) reprezentaiji bilidani 2×2 Paulijevim matriama, tako su generatori de�niione trodimenzionalnereprezentaije grupe SU(3) dani kao TA = λA/2, gdje su λA tzv. Gell-Mannovematrie:
λ1 =





0 1 0
1 0 0
0 0 0



 , λ2 =





0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 , λ3 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 ,

λ4 =





0 0 1
0 0 0
1 0 0



 , λ5 =





0 0 −i
0 0 0
i 0 0



 , λ6 =





0 0 0
0 0 1
0 1 0



 , (7.35)
λ7 =





0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 , λ8 =
1√
3





1 0 0
0 1 0
0 0 −2



 .Predfaktori su odabrani tako da univerzalno vrijedi relaija normalizaije
Tr(TATB) =

1

2
δAB , (7.36)koja vrijedi i za grupu SU(2).Vidljivo je da su prve tri Gell-Mannove matrie zapravo Paulijeve matriepro²irene na tri dimenzije iz £ega se vidi da one generiraju SU(2) podgrupuod SU(3).Strukturne konstante grupe SU(3) su:Revision: 1.3 7_sun.tex Date: 2012-05-04



7.4. SU(3) tenzori 109
f123 = 1

f147 = −f156 = f246 = f257 = f345 = −f367 =
1

2
(7.37)

f458 = f678 =

√
3

2
.Kako je f38A = 0, T3 i T8 komutiraju ²to povla£i da ih je mogu¢e istovremenodijagonalizirati ²to je i napravljeno gornjim izborom Gell-Mannovih matria.Maksimalan broj takvih generatora naziva se rang algebre i oni razapinju tzv.Cartanovu podalgebru date Lieve algebre. Algebra su(3) je ranga 2, dok je su(2)ranga 1 (jedino je σ3 dijagonalna).7.4 SU(3) tenzoriZa grupu SU(2) smo identi�irali sve njene ireduibilne reprezentaije razmatra-ju¢i isklju£ivo same generatore grupe i njihove komutaijske relaije. Sli£na pro-edure je u na£elu mogu¢a i za SU(3), ali mi ¢emo se ovdje osloniti na intuitivnijipristup koji se fokusira na same vektorske prostore na kojima reprezentaijedjeluju. Postupke i rezultate ¢emo prikazati na razini reepta, bez detaljnogdokazivanja.Pogledajmo prvo analognu proeduru za slu£aj grupe SU(2). Sve ireduibilnereprezentaije te grupe mogu se dobiti vi²estrukim direktnim mnoºenjem funda-mentalne dvodimenzionalne reprezentaije (dubleta) sa samom sobom. (Fizikalnogovore¢i, kombiniraju¢i dovoljan broj sustava spina 1/2 moºemo dobiti sustavbilo kojeg spina.). Npr. ukoliko fundamentalni dublet ozna£imo kao ψa, a = 1, 2,gdje je

ψ1 ≡ |1
2
,
1

2
〉 , ψ2 ≡ |1

2
,−1

2
〉 ,onda direktan produkt tog dubleta sa samim sobom daje £etiri stanja:

ψ11 ≡ ψ1 ⊗ ψ1 , ψ12 , ψ21 i ψ22 .No, znamo da su ireduibilne reprezentaije od SU(2) zapravo antisimetri£nisinglet
ψ12 − ψ21i simetri£ni triplet

ψ11, ψ12 + ψ21, ψ22 .Ova potreba da se ireduibilne reprezentaije formiraju simetrizaijom i anti-simetrizaijom je djelomi£no rasvijetljena u odjeljku 6.4.1 gdje je pokazano kakose simetri£ne i antisimetri£ne komponente tenzora† ne mije²aju pri transforma-ijama.
†U ovom odjeljku rije£ tenzor se odnosi na ove direktne produkte vektora stanja, a nena sferi£ne i kartezijeve tenzorske operatore iz odjeljka 6.4. Opisana metoda konstrukijeIRREPsa se po tome i £esto zove �tenzorska metoda�.Date: 2012-05-04 7_sun.tex Revision: 1.3



110 7. SU(N) grupe i �zika elementarnih £estiaNa isti na£in, direktnim mnoºenjem i (anti)simetriziranjem fundamentalnihtrodimenzionalnih reprezentaija grupe SU(3) mogu¢e je konstruirati sve njeneIRREPse. Kao prvo, potrebno je uo£iti da SU(3) ima dvije neekvivalentne 3Dreprezentaije, £iji operatori su povezani kompleksnom konjugaijom: U(g) i
U(g)∗. (Za SU(2) grupu su odgovaraju¢e 2D reprezentaije ekvivalentne pa jedovoljno raditi samo s jednim fundamentalnim dubletom, vidi zadatak 7.3.) Dabismo razlikovali te dvije reprezentaije, odgovaraju¢e vektore ¢emo ozna£avatis gornjim ili donjim indeksom:

3 : ψa → ψ
′a = Uab ψ

b , (7.38)
3∗ : ψa → ψ

′

a = U∗ b
a ψb . (7.39)Reprezentaiju 3 obi£no zovemo triplet, a reprezentaiju 3∗ antitriplet. Direkt-nim mnoºenjem ovih dviju reprezentaija dobivamo tenzore vi²eg ranga, ψab···r··· ,koji se transformiraju kao:

ψab···r··· → Uaa′ U
b
b′ · · ·U∗ r′

r · · ·ψa′b′···r′··· . (7.40)Promotrimo sada direktni produkt 3 i 3∗ reprezentaija tj. tenzor ψaψb. Kaoprvo, trag tog tenzora je invarijantan i predstavlja tenzor ranga 0: To namsugerira da tenzor ψaψb rastavimo dio s tragom nula i sam trag:
ψaψb =

(

ψaψb −
1

3
δabψ

cψc

)

+
1

3
δabψ

cψc . (7.41)Daljnje rastavljanje odvajanjem simetri£nog i antisimetri£nog dijela tenzora nijemogu¢e jer gornji i donji indeks nisu ekvivalentni. Kako smo ustanovili da jetrag ranga 0, dakle singlet, imamo kona£no:
3⊗ 3∗ = 8⊕ 1 . (7.42)Invarijantni SU(3) tenzoriKronekerov simbol δab je tako�er SU(3) tenzor (vidi (7.41)) i to invarijantanjer:

δab → UacU
∗ d
b δ

c
d = UacU

∗ c
b = δab .Na sli£an na£in se je mogu¢e uvjeriti da su Levi-Civita tenzori ǫabc i ǫabc tako�erinvarijantni, vidi zadatak 7.4. Zna£aj Levi-Civita tenzora je da se pomo¢unjih mogu �spu²tati i dizati indeksi� drugih tenzora. Npr. promotrimo anti-simetri£nu komponentu tenzora ψab, koju dobijemo kao ψ[ab] ≡ (ψab − ψba)/2.Ona o£ito ima samo tri nezavisne komponente. Mnoºenjem s Levi-Civita ten-zorom moºemo tu £injeniu u£initi ekspliitnom i pokazati da je ψ[ab] ekviva-lentan antitripletu ψa:

ψa = ǫabcψ
bc (7.43)(Objekt ǫabcψbc ima samo jedan slobodan donji indeks iz £ega se vidi da jeekvivalentan tenzoru ψa.)Revision: 1.3 7_sun.tex Date: 2012-05-04



7.4. SU(3) tenzori 111Primjer 36 (3⊗ 3)Kako triplet i antitriplet nisu ekvivalentni, 3⊗3 6= 3⊗3∗. Kako su u 3⊗3 = ψaψboba indeksa istog tipa, moºemo razdvojiti simetri£ni i antisimetri£ni dio ovogtenzora koji su svaki za sebe ireduibilni,
ψaψb =

1

2
(ψaψb + ψbψa) +

1

2
(ψaψb − ψbψa) (7.44)

≡ ψ(ab) + ψ[ab] (7.45)Prvi, potpuno simetri£ni £lan, ima ²est nezavisnih komponenata (broj nezavisnihelemenata simetri£ne 3×3 matrie) i predstavlja sekstuplet (6) reprezentaiju.Nadalje, zahvaljuju¢i svojstvu Levi-Civita tenzora (usporedi zadatak 5.2), ǫabcǫcmn =
δamδ

b
n − δanδbm , imamo

ψaψb − ψbψa = ǫabcǫcmnψ
mψn . (7.46)

ǫabc je SU(3) invarijanta, dok je, f. (7.43), ǫcmnψmψn = ψc iz £ega vidimo daje ψ[ab] ekvivalentan antitripletu ψc.Podsjetimo se da smo u odjeljku 6.4, simetri£ne 6-dim operatore dodatno re-duirali na jednodimenzionalni trag i 5-dim simetri£ni dio s tragom nula. Ovdjeto ne moºemo u£initi jer na raspolaganju imamo samo δab i δ b
a kao SU(3) invar-ijante, ali ne i δab. (U odjeljku 6.4 to nije bio problem jer zbog ekvivalentnostidubleta i antidubleta u SU(2) ne moramo paziti na razliku izme�u gornjih idonjih indeksa.) Stoga je ψ(ab) ireduibilni sekstet (6).Dakle, kona£ni rezultat je

3⊗ 3 = 6⊕ 3∗ (7.47)Primjer 37 (3⊗ 3⊗ 3)Koristimo prvo rezultat iz zadnjeg primjera:
3⊗ 3⊗ 3 = (3⊗ 6)⊕ (3⊗ 3∗) . (7.48)Drugi £lan ve¢ znamo iz (7.42), a prvi je umnoºak seksteta ψ(ab) i tripleta ψc.Iz tog umno²ka moºemo izdvojiti potpuno simetri£nu komponentu:
ψ(ab)ψc = ψ(abc) + ostatak . (7.49)Tenzor ψ(abc), tipa (3, 0), je totalno simetri£ni tenzor ranga 3. Broj njegovihnezavisnih komponenata moºe se odrediti npr. izravnim brojanjem. Prvo, pos-toji samo jedna nezavisna komponenta sa sva tri razli£ita indeksa, npr. ψ123, isve ostale su joj jednake: ψ123 = ψ213 = ψ312 = . . .. Komponenata s dva ista in-deksa i tre¢im razli£itim ima ²est: ψ112, ψ113, ψ221, ψ223, ψ331 i ψ332. Imamo jo²i tri nezavisne komponente sa sva tri indeksa ista (na �hiperdijagonali� tenzora),

ψ111, ψ222, ψ333, ²to sve skupa £ini ukupno 10 komponenata. Dakle, ψ(abc) jedekuplet (10). Preostali dio u rastavu 3⊗6 ima dimenziju 3×6−10 = 8 i odgo-vara oktetu (8). (Tu zadnju ekvivaleniju nije lako pokazati ovom tenzorskommetodom � pokazat ¢emo to u zadatku 7.5 metodom iz slijede¢eg odjeljka.)Dakle, kona£ni rezultat je
3⊗ 3⊗ 3 = 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1 (7.50)Date: 2012-05-04 7_sun.tex Revision: 1.3



112 7. SU(N) grupe i �zika elementarnih £estiaOvaj primjer je od velikog �zikalnog zna£aja jer odgovara mogu¢im kombinai-jama triju lakih kvarkova koji £ine fundamentalni SU(3) triplet:
ψ1 = u , ψ2 = d , ψ3 = s , (7.51)Jedan od okteta, prikazan na slii 7.1, sadrºi proton i neutron.Tenzorske metode analize SU(3) ireduibilnih reprezentaija, prikazane u ovomodjeljku, su pogodne jer istovremeno pokazuju strukturu samih SU(3) objekata²to je £esto od interesa u primjenama, gdje ti objekti odgovaraju kvantnome-hani£kim stanjima. Me�utim, kako dimenzije reprezentaija rastu, i s njimabroj indeksa tenzora, metoda postaje kompliirana. Jednostavnija za primjenui op¢enitija je metoda Youngovih dijagrama, koju predstavljamo u slijede¢emodjeljku.7.5 SU(N) tenzori i Youngovi dijagramiYoungov dijagram je dijagram poput ovog

gdje je vaºno svojstvo konveksnosti prema dolje desno tj. da je lijeva stranaporavnata i da se broj polja u retima ne smanjuje kako idemo odozgo premadolje. Dakle, slijede¢i dijagrami nisu ispravni Youngovi dijagrami
Youngov dijagram s n polja je ekvivalentan SU(N) tenzoru s n indeksa kojemsu prvo indeksi koji odgovaraju pojedinim retima dijagrama simetrizirani, azatim indeksi koji odgovaraju pojedinim stupima antisimetrizirani.

a b c

d e
⇐⇒ ψ[ad][be]c . (7.52)Uo£ite da antisimetrizaija po stupima pokvari simetriju po retima. Ukolikoje u ovom primjeru rije£ o SU(3) tenzoru, znamo da je par antisimetriziranihgornjih indeksa ekvivalentan jednom donjem indeksu nakon spu²tanja pomo¢uLevi-Civita tenzora:

SU(3) : a b c

d e
⇐⇒ ψ[ad][be]c ⇐⇒ ψcfg . (7.53)Revision: 1.3 7_sun.tex Date: 2012-05-04



7.5. SU(N) tenzori i Youngovi dijagrami 113Na sli£an na£in moºemo svaki tenzor (dakle svaku IRREP) prikazati posebnimYoungovim dijagramom. Npr. u SU(3):
ψa 3 (7.54)

ψ[ab] ⇔ ψc 3∗ (7.55)
ψ(ab) 6 (7.56)

ψ[abc] ∝ ǫabc 1 (7.57)U zadnjem redu smo iskoristili £injeniu da je potpuno antisimetri£ni tenzor stri indeksa nuºno proporionalan Levi-Civiti, ²to zna£i da je invarijantan i daga trebamo tretirati kao singlet tj. jedini£ni element u algebri reprezentaija.Ekvivalentno, stupa s N polja Youngovog dijagrama SU(N) grupe moºemobrisati. Dijagram s vi²e od N polja je naprosto nula jer npr. nije mogu¢enapraviti potpuno antisimetri£ni tenzor s £etiri indeksa u SU(3) gdje indeksipoprimaju samo vrijednosti 1, 2 i 3 pa dva od ta £etiri indeksa nuºno morajubiti jednaka.Dimenzija SU(N) IRREPsa reprezentiranog Youngovim dijagramomYoungov dijagram obroj£imo na dva slijede¢a na£ina:Prvi na£in: U lijevi gornji kut upi²emo N (za SU(N)), i ostatak reda obroj£imos sukesivno rastu£im brojevima. Slijede¢i red isto, ali po£nemo s N − 1. I takodalje.
N N+1 N+2

N−1 N

N−2

N−3Drugi na£in: svako polje dijagrama dobije broj odre�en �pravilom kuke�. Kukaje linija koja od tog polja ide desno u beskona£nost i od tog istog polja doljeu beskona£nost. Broj polja preko kojih kuka prolazi upi²emo u dato polje.Postupak ponavljamo za sva polja.Date: 2012-05-04 7_sun.tex Revision: 1.3



114 7. SU(N) grupe i �zika elementarnih £estia

Pomnoºimo posebno sve brojeve u dijagramu obroj£enom na prvi na£in i posebnosve brojeve u dijagramu obroj£enom na drugi na£in. Dimenzija IRREPsa je om-jer ta dva broja.Primjeri:
SU(3) :

3 4

2

3 1

1

=
24

3
= 8

3

1
=

3

1
= 3

3

2

2

1

=
6

2
= 3∗U zadnjem od gornja tri primjera smo se oslonili na informaije s po£etka ovogodjeljka da bi odredili da je zadnja reprezentaija zapravo antitriplet.

SU(3) :
3 4

2 1
=

12

2
= 6

3 4 5

3 2 1
=

60

6
= 10

SU(3) :

3 4 5

2 3 4

4 3 2

3 2 1

= 10

3 4 5 6

2 3

5 4 2 1

2 1

= 27

SU(5) :

5 6

4

3 1

1

= 40Revision: 1.3 7_sun.tex Date: 2012-05-04



7.5. SU(N) tenzori i Youngovi dijagrami 115Clebsh-Gordanov razvoj za SU(N) IRREPseRastav direktnog produkta dva SU(N) IRREPsa na direktan zbroj (Clebsh-Gordanov razvoj) izvodi se mnoºenjem odgovaraju¢ih Youngovih dijagrama, T1i T2, na slijede¢i na£in. Polja u desnom dijagramu oza£imo slovima: polja prvogretka s a, polja drugog retka s b i tako dalje:
T1

⊗

a a a

b b

c

T2Sada prebaujemo polja s T1 na T2 jedno po jedno, redak po redak, odozgoprema dolje, na sve mogu¢e na£ine, tako da budu zadovoljena slijede¢a pravila.1. T1 je u svakom trenutku ispravni Youngov dijagram.2. Polja s istim slovom ne smiju biti u istom stupu. (Posljedia £injenie dasu stupi antisimetrizirani.)3. Za svako polje nastaju¢eg tenzora je de�niran na kao broj polja s indeksom
a iznad i desno od njega. Isto tako nb itd. Mora biti: na ≥ nb ≥ nc.Na kraju
• Maknemo stupe s N polja. (Jer je totalno antisimetri£ni tenzor s Nindeksa proporionalan s ǫa1a2···aN i time SU(N) invarijanta.)
• Dva dijagrama istog oblika odgovaraju posebnim IRREPsima samo ako serazlikuju po razmje²taju slova a, b, . . . . U suprotnom jednog maknemo.Primjer 38 (8⊗ 8 u SU(3))

⊗ a a

b
=Jedno a se moºe premjestiti na T1 na tri razli£ita na£ina










a ⊕
a

⊕

a










⊗ a

b
=Date: 2012-05-04 7_sun.tex Revision: 1.3



116 7. SU(N) grupe i �zika elementarnih £estiaSad premje²tamo drugo a :









a a ⊕ a

a
⊕ a

a










⊗ b

⊕










a

a
⊕

a

a










⊗ b

⊕










a

a

⊕
a

a










⊗ b
=Tu imamo tri dijagrama u duplikatu pa po jedan maknemo:










a a ⊕ a

a
⊕ a

a

⊕
a

a










⊗ b =

a a

b
⊕ a a

b

⊕ a

a b

⊕ a

a

b

⊕ a

b

a

⊕
a

a bPrimijetite da ovdje nismo kreirali dijagrame koji naru²avaju gornja pravila:
a a b i a

a

bSada maknemo sve stupe s tri polja (SU(3) invarijante) i dobijemo kona£no:
a a

b
⊕ a a ⊕ a

a b
⊕ a

a
⊕ a

b
⊕ 1Revision: 1.3 7_sun.tex Date: 2012-05-04



7.5. SU(N) tenzori i Youngovi dijagrami 117Dimenzije IRREPsa za sve ove dijagrame smo ve¢ odredili pa o£itavamo kona£nirezultat
8⊗ 8 = 27⊕ 10⊕ 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1 (7.58)(Zgodno je uo£iti da je postupak jednostavniji ako pri mnoºenju kao desniuzmemo Youngov dijagram s manje polja.)Zadai7.1 Ako pretpostavimo o£uvanje izospina, koja su mogu¢a izospinska stanja(ukupni izospin i tre¢a komponenta ukupnog izospina) pri raspr²enju pro-tona naa) π+b) π0) π−.7.2 Pokaºite da su, zahvaljuju¢i komutaijskim relaijama i relaiji (7.36), struk-turne konstante fABC , grupe SO(3) potpuno antisimetri£ne u svim indek-sima.7.3 Pokaºite da je za SU(2) 2∗ = 2 tj. da su fundamentalni dublet i antidubletekvivalentni, tako da pokaºete da je operator C
C = U(R(ŷ, θ = π)) = exp

(

− i
~
J2π

)operator koji povezuje 2 i 2∗:
CσiC

−1 = −σ∗
i

CU(g)C−1 = U(g)∗7.4 Pokaºite da su Levi-Civita tenzori ǫabc i ǫabc invarijatni na SU(3) trans-formaije. Naputak: promotrite djelovanje in�nitezimalnih transformaija
U = 1 + iαATA.7.5 Izra£unajte Clebsh-Gordanov razvoj u SU(3) grupi za
• 3∗ ⊗ 3

• 3⊗ 3

• 3⊗ 3⊗ 37.6 Izra£unajte Clebsh-Gordanov razvoj u SU(6) grupi za
• 6⊗ 6∗

• 6⊗ 6⊗ 6

Date: 2012-05-04 7_sun.tex Revision: 1.3
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Revision: 1.4 8_lorentz.tex Date: 2012-05-07



119
Poglavlje 8Lorentzova i Poinaréovasimetrija
8.1 Lorentzova grupaPrinip relativnosti: Postoji skup ekvivalentnih koordinatnih sustava u me�u-sobnom jednolikom pravortnom gibanju (tzv. skup inerijalnih sustava) takvihda �zikalni zakoni i pojave u svima njima izgledaju isto. (Promatra£ ne moºeeksperimentalno detektirati da se giba, ako se giba jednoliko. Mirovanje nijeapsolutno.)- Prinip relativnosti je prinip simetrije→ 3-parametarski skup transformaijasimetrije. Transformaije preslikavaju inerijalne sustave jedan u drugi.- Da bismo znali o kojoj se grupi radi (i da li se uop¢e radi o grupi), moramoznati kako se kombiniraju transformaije me�u inerijalnim sustavima.Kako je poznato, iz prinipa relativnosti slijedi da transformaije iz sustava
S = {t, x, y, x} u sustav S′ = {t′, x′, y′, x′}, tzv. Lorentzovi potisi, imaju oblik∗

t′ = γ
(
t− β

c
z
) (8.1)

z′ = γ
(
z − βct

) (8.2)
x′ = x (8.3)
y′ = y , (8.4)gdje je uzeto da se je brzina relativnog gibanja dvaju sustava duº z-osi, v = vẑ,

∗U standardnoj literaturi se pri izvodu Lorentzovih potisaka osim prinipa relativnostiobi£no koristi i postulat o konstantnosti brzine svjetlosti u svim sustavima. No, ovaj drugipostulat je zapravo suvi²an, vidi Mermin, Am. J. Phys. 52(2) (1984) 119 ili J. D. Jakson,Classial Eletrodynamis, 3rd ed.(!), exerises 11.1 i 11.2Date: 2012-05-07 8_lorentz.tex Revision: 1.4



120 8. Lorentzova i Poinaréova simetrijate su uvedene standardne pokrate
β ≡ v

c
; γ ≡ 1

√

1− β2
.Ove transformaije djeluju na 4-dim vektorskom prostoru koji se zove prostorMinkowskog i kojeg sa£injavaju tzv. Lorentzovi vektori :

xµ µ = 0, 1, 2, 3 x0 = ct, x1 = x, x2 = y, x3 = z (8.5)
xµ = (ct,x) (8.6)
xµ = (ct,−x) = gµνx

ν x0 = ct, x1 = −x, x2 = −y, x3 = −z (8.7)
g =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1







(8.8)Izraºeno preko ovih Lorentzovih 4-vektora, Lorentzovi potisi poprimaju oblik
x0

′

= γ(x0 − βx3) (8.9)
x1

′

= x1 (8.10)
x2

′

= x2 (8.11)
x3

′

= γ(x3 − βx0) , (8.12)ili u kompaktnom matri£nom obliku
xµ

′

= Λµνx
ν , Λµν =







γ 0 0 −βγ
0 1 0 0
0 0 1 0
−βγ 0 0 γ







. (8.13)4-vektori poput xµ imaju dakle jednostavna transformaijska svojstva pri Lorent-zovim potisima i o£ekujemo da ¢e se jednadºbe relativisti£ke �zike �izgra�ivati�od takvih vektora te odgovaraju¢ih skalara i tenzora, ba² kao ²to se u nerela-tivisti£koj �zii jednadºbe izgra�uju od 3-vektora i drugih tenzora s dobrimtransformaijskim svojstvima pri prostornim rotaijama.Matrie Λ ovise o parametrima Lorentzovog potiska kojeg je prirodno parametrizirativektorom brzine v pojedinog inerijalnog sustava u odnosu na neki referentnisustav. Vidimo da Lorentzovi potisi Λ(v) £ine 3-parametarski skup. Da li je ongrupa? Kako ¢emo pokazati u slijede¢em odjeljku odgovor je ne. Kompoziijadva Lorentzova potiska nije nuºno tako�er Lorentzov potisak ve¢ moºe biti ikompoziija Lorentzovog potiska s prostornom rotaijom:
Λ(v2) ◦ Λ(v1) = R(v2,v1) ◦ Λ(v2,v1) . (8.14)Lako se vidi da i Λ i R ostavljaju invarijantnim skalarni produkt (x, y) ≡ x0y0−

x · y. Skup svih transformaija koje £uvaju ovaj skalarni produkt u prostoruMinkowskog £ini grupu O(1,3) koja se obi£no naziva op¢a Lorentzova grupa.Grupa prostornih rotaija SO(3)={R(n̂, θ)} je podgrupa, a skup Lorentzovihpotisaka {Λ(v)} je podskup ove grupe.Revision: 1.4 8_lorentz.tex Date: 2012-05-07



8.1. Lorentzova grupa 121Spei�£no razlikovanje "gornjih" i "donjih" indeksa 4-vektora u speijalnojteoriji relativnosti sluºi samo jednostavnom zapisu skalarnog produkta u pros-toru Minkowskog kod kojeg su £lanovi prostornih koordinata suprotnog predz-naka od £lana vremenske koordinate:
(x, y) = xµyµ = x0y0 − x · y . (8.15)U op¢oj teoriji relativnosti to razlikovanje dviju vrsta koordinata prelazi u raz-likovanje dviju vrsta vektora (kovarijantni i kontravarijantni vektori), odnosno,jo² preiznije jezikom diferenijalne geometrije razlikujemo vektore i 1-forme,ali ovdje nam te �nese ne igraju nikakvu ulogu.Struktura grupe O(1,3)Za transformirani 4-vektor x′ = Λx vrijedi

x′
2
= gµνx

′µx′
ν (8.16)

= (x0
′
, x1

′
, x2

′
, x3

′
)







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1













x0
′

x1
′

x2
′

x3
′







(8.17)
= x′

⊤
gx′ = x⊤Λ⊤gΛx (8.18)

= x2 = x⊤gx (8.19)pa usporedbom dobivamo alternativnu de�niiju op¢e Lorentzove grupe kaogrupe svih matria Λ sa svojstvom
Λ⊤gΛ = g (8.20)Uzimanjem determinante ove matri£ne jednadºbe, uz svojstva da je detA⊤ =

detA i det g = −1 dobijemo
(detΛ)2 = 1 ⇒ detΛ = ±1 . (8.21)Nadalje, raspi²imo tu matri£nu jednadºbu po komponentama

(Λ⊤) νµ
︸ ︷︷ ︸

Λν
µ

gνρΛ
ρ
σ = gµσ (8.22)i pogledajmo komponentu µ = σ = 0:

1 = gνρΛ
ν
0Λ

ρ
0 (8.23)

= (Λ0
0)

2 −
3∑

i=1

(Λi0)
2 . (8.24)Slijedi da je (Λ0

0)
2 = 1 +

∑3
i=1(Λ

i
0)

2 odnosno da je (Λ0
0)

2 ≥ 1 ²to daje dvijemogu¢nosti:
Λ0

0 ≥ 1 ili Λ0
0 ≤ −1 . (8.25)Zajedno s dvije iz (8.21) imamo dakle £etiri mogu¢nosti koje vode na £etiriodvojene komponente povezanosti od O(1,3):Date: 2012-05-07 8_lorentz.tex Revision: 1.4



122 8. Lorentzova i Poinaréova simetrija
detΛ Λ0

0 oznaka napomena1 ≥ 1 L↑+ sadrºi 1-1 ≥ 1 L↑− = PL↑+1 ≤ −1 L↓+ = −L↑+ = PTL↑+-1 ≤ −1 L↓− = TL↑+gdje je
P = g : (t→ t,x→ −x) (paritet) (8.26)

T = −g : (t→ −t,x→ x) (vremenska inverzija) . (8.27)- L↑+ ∪ L↓+ � (prava) Lorentzova grupa � SO(1,3)- L↑+ ∪ L↑− � ortokrona Lorentzova grupa- L↑+ � prava ortokrona Lorentzova grupa8.2 Generatori i reprezentaije Lorentzove grupeKao i kod rotaija, sustave u prirodi treba klasi�irati prema njihovim transfor-maijskim svojstvima pri Lorentzovim transformaijama tj. prema pripadnostireprezentaijama Lorentzove grupe. Kao i kod rotaija, poºeljno je usredoto£itise na algebru grupe s generatorima L:
Λ ∈ SO(1, 3) Λ = eL (8.28)Iz de�niionog svojstva (8.20) dobijemo L⊤g = −gL, ²to uz £injeniu da je

g⊤ = g daje (gL)⊤ = −gL odnosno vidimo da je gL antisimetri£na matria. Tozna£i da ako L parametriziramo na slijede¢i na£in:
gL =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1













L00 L01 L02 L03

L10 . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . L33







(8.29)
=







L00 L01 L02 L03

−L10 −L11 −L12 . . . . .
−L20 −L21 . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . −L33







(8.30)svojstvo antisimetrije gL traºi
L0i = Li0 (8.31)
Lij = −Lji . (8.32)tj.

L =







0 L01 L02 L03

L01 0 L12 L13

L02 −L12 0 L23

L03 −L13 −L23 0







, (8.33)Revision: 1.4 8_lorentz.tex Date: 2012-05-07



8.2. Generatori i reprezentaije Lorentzove grupe 123gdje tri parametra L01, L02 i L03 opisuju Lorentzove potiske, a tri parametra
L12, L13 i L23 prostorne rotaije. Umjesto ovih ²est parametara pogodno jekoristiti parametre θi i ζi, de�nirane na slijede¢i na£in:

L = −i(θiJi + ζiKi) i = 1, 2, 3 , (8.34)gdje su Ji ve¢ dobro poznati generatori rotaija, samo pro²ireni na £etverodi-menzionalni prostor Minkowskog:
J1 =







0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0







J2 =







0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0







J3 =







0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0





(8.35)dok su Ki generatori Lorentzovih potisaka

K1 =







0 −i 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0







K2 =







0 0 −i 0
0 0 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 0







K3 =







0 0 0 −i
0 0 0 0
0 0 0 0
−i 0 0 0







.(8.36)Treba primijetiti kako operatori Ki nisu hermitski tako da odgovaraju¢e trans-formaije exp(−iζiKi) ne¢e biti unitarne. To je posljedia nekompaktnostiLorentzove grupe � parametri potiska poprimaju vrijednosti iz nekompaktnogintervala [0, c).Pogledajmo sada algebru grupe SO(1,3). Lako se vidi da su komutaijskerelaije:
[Ji, Jj ] = iǫijkJk (8.37)

[Ki,Kj] = −iǫijkJk (8.38)
[Ji,Kj] = iǫijkKk . (8.39)Prva relaija je dobro poznata algebra grupe prostornih rotaija SO(3). Drugarelaija govori da podskup Lorentzovih potisaka nije zatvoren i ne £ini grupu,kako smo najavili u pro²lom odjeljku. Tre¢a relaija govori da tri generatorapotisaka Ki £ine vektor obzirom na rotaije.Ove komutaijske relaije su vrlo sli£ne onima iz odjeljka 6.5 gdje smo rastaviligrupu SO(4) na direktan produkt SU(2)⊗SU(2) identi�iraju¢i kombinaije gen-eratora koji zatvaraju dvije neovisne podgrupe. Sli£no ¢emo postupiti i ovdjete de�nirati
J (±) ≡ 1

2

(
J ± iK

)
, (8.40)odnosno J = J (+) + J (−), K = −i(J(+) − J(−)). Primijetite dodatni �i�obzirom na situaiju u odjeljku 6.5. Uz ovakve de�niije imamo dvije odvojenealgebre

[J
(+)
i , J

(+)
j ] = iǫijkJ

(+)
k (8.41)

[J
(−)
i , J

(−)
j ] = iǫijkJ

(−)
k (8.42)

[J
(+)
i , J

(−)
j ] = 0 . (8.43)Date: 2012-05-07 8_lorentz.tex Revision: 1.4



124 8. Lorentzova i Poinaréova simetrijaOvo ipak ne zna£i da O(1,3) ima istu algebru kao i SU(2)⊗SU(2), jer gorenismo radili realne linearne kombinaije generatora. Svejedno, za klasi�kaijuireduibilnih reprezentaija Lorentzove grupe moºemo kao i u odjeljku 6.5 ko-ristiti parove
(j(+), j(−)) j(+), j(−) = 0,

1

2
, 1, . . . . (8.44)Tako imamo trivijalnu (0,0) reprezentaiju i objekte koji se transformiraju premanjoj zovemo Lorentzovi skalari. Slijede¢e dvije su tzv. Weylove reprezentaije( 12 , 0) i (0, 1

2 ) prema kojima bi se transformirali bezmaseni fermioni ako takvipostoje . Obi£ni 4-vektori poput xµ pripadaju ireduibilnoj reprezenaiji (12 , 12 ).Za masivne fermione pogodno je pro²iriti SO(1,3) Lorentzovu grupu s operai-jom pariteta i onda promatrati IRREPse obzirom na ovu ve¢u grupu†. Operatorpariteta (8.26) matri£no izgleda kao
P = P−1 =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1







, (8.45)i ekspliitnim djelovanjem na (8.35) i (8.36) je vidljivo da se pri paritetu gener-atori rotaije transformiraju kao pseudovektori (vidi odjeljak 3.7),
P−1JiP = Ji , (8.46)a generatori Lorentzovih potisaka kao pravi polarni vektori,

P−1KiP = −Ki . (8.47)Slijedi da je
P−1J

(±)
i P = J (∓) . (8.48)Promotrimo sada neko konkretno stanje |(12 , 0)〉, koje je dublet obzirom na trans-formaije iz ( 12 , 0), a singlet obzirom na (0, 1

2 ):
J(+)2 |(1

2
, 0)〉 = 1

2
(
1

2
+ 1)|(1

2
, 0)〉 (8.49)

J(−)2 |(1
2
, 0)〉 = 0 . (8.50)Kojoj reprezentaiji pripada paritetom transformirano stanje P |(12 , 0)〉? To us-tanovimo djeluju¢i na to stanje s J (±)2 :

J(−)2P |(1
2
, 0)〉 = PP−1J

(−)
i PP−1J

(−)
i P |(1

2
, 0)〉 = PJ(+)2 |(1

2
, 0)〉

=
1

2
(
1

2
+ 1)P |(1

2
, 0)〉 (8.51)

J(+)2P |(1
2
, 0)〉 = 0 . (8.52)

†Masivno stanje impulsa p mogu¢e je �presti¢i� Lorentzovim potiskom dovoljno velikogparametra brzine v, ²to rezultira stanjem koje izgleda kao stanje impulsa −p; ekvivalentnodjelovanju pariteta na originalno stanje.Revision: 1.4 8_lorentz.tex Date: 2012-05-07



8.2. Generatori i reprezentaije Lorentzove grupe 125Zaklju£ujemo da stanje P |(12 , 0)〉 pripada IRREP (0, 1
2 ). Dakle, pro²irivanjemSO(1,3) Lorentzove grupe s paritetom, (0, 1

2 ) i ( 12 ,0) vi²e nisu svaka zasebnoIRREPs, ve¢ IRREP postaje reprezentaija (12 , 0)⊕(0, 12 ), poznata kao Diraovareprezentaija.Sli£no, tenzor elektromagnetskog polja Fµν pripada 6-dimenzionalnoj reduibil-noj reprezentaiji (1,0)⊕(0,1).Kao ²to smo u poglavlju 6 i od samih operatora traºili dobro de�nirana ten-zorska svojstva obzirom na rotaije (npr. tri generatora Ji £ine vektor obziromna rotaije), tako je i u kontekstu Lorentzove simetrije mogu¢e generatore isame elemente grupe de�nirati na na£in koji manifestno pokazuje kovarijant-nost obzirom na Lorentzove transformaije. Dakle, ºelimo relaije poput (8.34)i (8.37)�(8.39) zapisati u 4-komponentnoj notaiji, putem Lorentzovih tenzora.To postiºemo de�niranjem antisimetri£nih generatora Jµν kao
Jmn = ǫmniJ i (8.53)
J i0 = Ki . (8.54)(Podsjetimo se da gr£ki indeksi idu α, β = 0, 1, 2, 3, a latinski i,m = 1, 2, 3.)Sada je element Lorentzove grupe dan kao

Λ = exp

(

− i
2
ωρσJ

ρσ

) (8.55)a komutaijske relaije (8.37)�(8.39) se ujedinjuju u
i[Jµν , Jρσ] = gµρJνσ − gνρJµσ + gσµJρν − gσνJρµ . (8.56)Na kraju, matri£ni elementi generatora Lorentzove grupe u 4-dim de�niionoj( 12 , 1

2 ) reprezentaiji dani su kao
(Jµν)αβ = i

(
gµαδνβ − δµβgνα

)
. (8.57)S druge strane matri£ni elementi Lorentzove grupe u Diraovoj reprezentaiji

(12 , 0)⊕ (0, 12 ) (koja je isto 4-dim) dani su kao
Jµν =

i

4
[γµ, γν] , (8.58)Gdje su γµ tzv. Diraove gama matrie de�nirane antikomutaijskim relaijama

γµγν + γνγµ ≡ {γµ, γν} = 2gµν (8.59)Jedan mogu¢i izbor za ove matrie je
γ0 =

(
0 −1
−1 0

)

, γi =

(
0 σi

−σi 0

)

, (8.60)gdje su σi Paulijeve matrie (5.2).Date: 2012-05-07 8_lorentz.tex Revision: 1.4



126 8. Lorentzova i Poinaréova simetrija8.3 Poinaréova grupa∗Poinaréova (poznata i kao nehomogena Lorentzova) grupa je direktni produktLorentzove grupe i grupe translaija u prostoru i vremenu. Elementi te grupedjeluju na vektore u 4-dim prostoru Minkowskog kao
xµ −→ Λµνx

ν + aµ (8.61)gdje su aµ £etiri parametra translaija u prostor-vremenu. Rije£ je o£ito o deset-parametarskoj grupi gdje povrh generatora Lorentzove grupe (J i i Ki) imamo iimpuls P i kao generator translaija u prostoru i Hamiltonijan H kao generatortranslaija u vremenu. Algebra ove grupe je algebra Lorentzove grupe SO(1,3)(8.56) i dodatno
[H,H ] = [H,P i] = [P i, P j ] = 0 (8.62)
[H, Ji] = 0 (8.63)
[Ki, H ] = iP i (8.64)
[J i, P j ] = iǫijkP k (8.65)
[Ki, P j ] = iHδij , (8.66)²to je mogu¢e ujedinjeno napisati u 4-dim notaiji kao
i[Pµ, Jρσ] = gµσP ρ − gµρP σ . (8.67)Npr.

[H,Ki] = [P 0, J i0] = −i(g00P i − g0iP 0) = −iP i .Relaije (8.62) i (8.63) govore da su impuls i moment impulsa o£uvani pritranslaijama. Zanimljivo je da relaija (8.64) govori kako generatori Lorent-zovih potisaka Ki ne komutiraju s Hamiltonijanom ²to sugerira da ne odgo-varaju o£uvanim veli£inama. To je pomalo zbunjuju¢e jer Noetherin teoremnam govori kako bi simetrija obzirom na 10-parametarsku Poinaréovu gruputrebala rezultirati s deset o£uvanih veli£ina, a ovako imamo samo 7: energija, trikomponente impulsa i tri komponente momenta impulsa. Razrje²enje je u tomeda Noetherini o£uvani naboji (poku²ajte ih ekspliitno odrediti) koji odgovarajuLorentzovim potisima jesu formalno o£uvani (vremenska derivaija i²£ezava),ali ekspliitno ovise o vremenskoj koordinati‡ pa nisu od prakti£ne koristi.Zadai8.1 Uvjerite se ekspliitno da (8.56) sadrºi npr. (8.39).8.2 Uvjerite se ekspliitno da (8.57) daje npr. (8.36).8.3 Uvjerite se da generatori Jµν de�nirani putem (8.58) i (8.59) zadovoljavajukomutaijske relaije Lorentzove grupe (8.56).
‡Sli£no kao ²to npr. Jz = xPy − yPz ekspliitno ovisi o prostornim x i y koordinatama.Revision: 1.4 8_lorentz.tex Date: 2012-05-07
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