Linearna kombinacija slu¢ajnih varijabli

Neka imamo niz sluc¢ajnih varijabli X;, Xy,...,. X, koje imaju redom ocekivanja sa,
Lb,..., iy 1 standardne devijacije o1, oy,..., on.

Def:

Za bilo koji skup slucajnih varijabli Xi, Xa,...,. X, 1 konstanti aj, ay,...,an, slucajna
varijabla

Y= a; X1+ axXo+...+anXn
zove se linearna kombinacija Xj-ova.

Ocdekivanje linearne kombinacije

Bez obzira jesu li Xj-ovi nezavisni ili ne, vrijedi:

E(ajXq+ayXyp+---+apXpy)=a1E(Xq1) +asE(X ) +---+a,E(X,)

dokaz na ploci za n=2.

Varijanca linearne kombinacije

Bez obzira jesu li Xi-ovi nezavisni ili ne, vrijedi:

V(@ X, +a,X, +--+a,X,)=alV (X)) +aV(X,)+-+alV(X,)+ > > aa,Cov(X;, X))

i j=

dokaz na ploci za n=2.

AKko su Xj-ovi nezavisni, vrijedi:

V(ag X1 +ayXyp +--+ay X ) = afV (Xq) + a3V (Xo) +-+-+ a2V (Xp)

Varijanca razlike nezavisnih varijabli
Ako stavimo n=2, a;=1 i a,=-1, dobivamo poseban slucaj:

2 2
V(X1 —X2) =V (X1)+V(Xp) =0f +03

11 VVarijanca razlike je zbroj varijanci, a ne razlika!!!
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Linearna kombinacija nezavisnih normalnih sluéajnih varijabli

Propozicija:

Neka su Xi, X,...,Xn nezavisne normalne slu¢ajne varijable. Tada njihova linearna
kombinacija

Y: 8.1X1+ a2x2+...+a.an
n
takoder ima normalnu raspodjelu s ocekivanjem sy :Zai i 1 varijancom
i=1

n
2 2 2
GY =Zai oj .
i=1

IV.4. SLUCAINI UZORAK

Na prvom predavanju govorili smo o uzimanju uzorka iz cijele populacije. Elementi
n-¢lanog uzorka oznaceni Su S Xi, Xa,..., Xn. Da smo uzeli neki drugi uzorak, dobili
bismo druge vrijednosti xj-ova. Opcenito, prije uzimanja uzorka ne mozemo znati
vrijednost i-tog ¢lana uzorka pa je to za nas slu¢ajna varijabla X;.

U mnogim statistickim problemima vrijednosti u uzorku od n elemenata {xi, Xa,..., Xn}
iz neke populacije mogu se zamisliti kao opazene vrijednosti niza od n slu¢ajnih
varijabli. Neka su X1, X»,...,X, takve nove slucajne varijable.

Def: Neka su X, Xu,...,X, slucajne varijable. Kazemo da one ¢ine slu¢ajni uzorak
velicine n, ako su varijable X;

(a) nezavisne i

(b) imaju iste raspodjele vjerojatnosti.

Kazemo da su X; nezavisne i identiéno raspodijeljene.

Primjena:

e mijerenje fizikalne veli¢ine (populacija je beskonacna)
e uzimanje uzorka s povratom

e uzimanje uzorka iz velike populacije

nije ispredavano:

Svaka veli¢ina koja se moZe izracunati iz podataka o uzorku naziva se statistika. Prije uzimanja
uzorka ne mozemo znati vrijednost statistike pa je to onda slucajna varijabla koju oznatavamo
velikim slovom. Primjeri statistike su prosjek uzorka, standardna devijacija uzorka, momenti
uzorka, medijan uzorka,...
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IV.4.1. Prosjek i total sluéajnog uzorka

Def:

n
Slucajna varijabla X = EZ X; naziva se prosjek uzorka Xi, Xa,...,Xn,
n
i=1

Def:

n
Slucajna varijabla To = > X; naziva se total uzorka Xi, Xa,...,Xn,
i=1

Prosjek i total su linearne kombinacije nezavisnih varijabli

Ocdekivanje prosjeka i totala

E(a;Xq+ayXy +---+apXpy)=a1E(X1) +asE(Xy) +---+a E(X,)

E()T)=,u>?=,u E(TO)Z,UT0 =nu
Varijanca prosjeka i totala

AKo su Xj-ovi nezavisni, vrijedi:

V(agXq +apXp -+ Xy ) = adV (Xq) + a2V (X5) + -+ a2V (X;)

2
(o}

V(>T)=a§:T V(T,) =07 =no*
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Raspodijela prosjeka i totala

Za slucajne varijable prosjek i total znamo oc¢ekivanje i varijancu. Medutim, ne znamo
cijelu raspodjelu. U specijalnom slu¢aju uzorka iz normalne raspodjele, raspodjela je
normalna.

Ako imamo n-¢lani uzorak iz normalne raspodjele koja ima ocekivanje « i varijancu

o’ onda je slucajna varijabla X normalno raspodijeljena s ocekivanjem s i

.. 0'2
varijancom — .
n

Population

U opéenitom slucaju, raspodjela vjerojatnosti za statistiku slu¢ajnog uzorka moze se
dobiti primjenom pravila vjerojatnosti, ako su raspodjela vjerojatnosti populacije i
funkcija za izracunavanje statistike dovoljno jednostavne. U protivnom, provodi se
simulacijski eksperiment pomoc¢u racunala. Ovdje navodimo dva jednostavna
primjera raspodjele prosjeka i totala za dvoclani sluc¢ajni uzorak.

Primjer 1 (diskretna raspodjela):

Prodava¢ automobila prodaje 50% automobila nize klase po cijeni 65.000 kuna, 35%
automobila srednje klase po 100.000 kuna i 15% automobila viSe klase po 135.000 kuna.
Definirajmo slucajnu varijablu

X=prihod od prodaje jednog automobila.(u tisu¢ama kuna)
Ona je diskretno raspodijeljena na slijedeci nacin:

X | 65 | 100 | 135

px) |05 | 0,35 | 0,15
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0,8+ u=87,75
5°=646,19
5=25,42
0,6

p(X)

0,24

0,0-

X

Odredenog dana najavila su se dva kupca. Neka su slu¢ajne varijable:
Xy=prihod od prvog kupca; Xo=prihod od drugog kupca

Tablica moguc¢ih prihoda:

X1 X2 P(X1,X2) X1+X2 X

65 65 0,25 130 65

65 100 0,175 165 82,5
65 135 0,075 200 100
100 65 0,175 165 82,5
100 100 0,1225 200 100
100 135 0,0525 235 1175
135 65 0,075 200 100
135 100 0,0525 235 1175
135 135 0,0225 270 135

Slugajna varijabla X raspodijeljena je ovako:

X p(X)
65 0,25
82,5 0,35
100 0,2725
1175 | 0,105
135 0,0225

0,4+

p(X)




Primjer 2 (kontinuirana raspodjela):

Na putu do posla ¢ekam autobus koji vozi svakih 10 minuta, a zatim tramvaj koji takoder vozi

svakih 10 minuta.

Neka su slucajne varijable:
X1 = vrijeme ¢ekanja autobusa
Xz = vrijeme ¢ekanja tramvaja

) - 110 , 0<x <10 () - [1110 , 0<x, <10
V71 0, x <0 ili x>10 22710, x9<0 ili x,>10

0,1 01

f(X,)
f(X,)

0 10 0 10

Dodatak (Izracun nije ispredavan)
Definirajmo slu¢ajnu varijablu:

To = ukupno vrijeme ¢ekanja
i nadimo njezinu funkciju gustoce vjerojatnosti!

f(t)dt je vjerojatnost da X1+X2 poprimi vrijednost u intervalu (t,t+dt)

X1 je varijabla integracije, a
supstituiramo x,=t-x;

f (t)dt = j f (%)) f (Xo)dxgdx, =

(X1,%;)

= dt j f (%) f (t = X)dx

Imamo dva podrucja u kojima je podintegralna funkcija razli¢ita od nule:
i) 0<t<10
i) 10<t<20

¢ Najprije rjeSavamo t<10:

t t

1 t

f)= | f(xq)f(t—x)dx = ——dxy =—
O= Jrooft—xdg= [ - o=
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e  Sada rijeSimo slucaj t > 10:
10 10
20—t
f(t) = j f (%) f (t—X)dx = j o dx, = 100
Xlzt—lo X1=t—10

U cijelom podrucju funkcija gustoée vjerojatnosti je:

o 0<t=10

f (Xl) = 20—t
—— , 10<t<20
100
. 0,11
s 10 20

t

Vidimo da prosjek dvoc¢lanog uzorka pravokutne raspodjele ima trokutnu raspodjelu.

Primjer simulacijskog eksperimenta:
http://www.stat.sc.edu//~west/javahtml/CLT.html

Gornji primjeri zorno pokazuju opéenito pravilo: Cak i kada populacija nije normalno
raspodijeljena, uzmemo li veliki uzorak, prosjek i total bit ¢e normalno raspodijeljeni.
Upravo to nam kaze sredisnji grani¢ni teorem:
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IVV.4.2. Sredisnji graniéni teorem (CLT)

Teorem:

Neka je Xi, Xz,...Xn slucajni uzorak bilo koje raspodjele s ocekivanjem p i
standardnom devijacijom . Ako je n dovoljno velik, X ima priblizno normalnu

raspodjelu s ocekivanjem uy = i standardnom devijacijom oy :%. To ima
n

takoder priblizno normalnu raspodjelu s ocekivanjem M1, =Nu I standardnom

devijacijom o7, =Jn.o.

X

veliki n

Prakti¢no pravilo: CLT se moze primijeniti kad je n > 30.
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V. PROCJENA PARAMETARA POPULACIJE NA
OSNOVI UZORKA

Populacija koja nas zanima ima karakteristi¢ne parametre z, o, 0%, momenti,

proporcije itd. To su brojevi koji nas zanimaju, ali ih nismo u moguénosti odrediti na

cijelom skupu. Moguc¢i razlozi:

1. Osnovni skup je prevelik (npr. svi biraci u nekoj drzavi)

2. Ne mozemo odrediti veli¢inu osnovnog skupa (npr. svi gledatelji neke TV
emisije)

3. Osnovni skup je beskonacan (npr. sva moguc¢a mjerenja neke fizikalne veli¢ine)

Stoga uzimamo uzorak i na osnovu njegovih parametara Zelimo procijeniti traZzene
parametre osnovnog skupa

Def:

Neka je @neki parametar raspodjele osnovnog skupa (x, o;...). Slué¢ajnu varijablu 0
koju upotrebljavamo da bismo procijenili parametar & nazivamo procjenjitelj tog
parametra.

Zamislimo da imamo dva mjerna instrumenta. Jedan je dobro bazdaren, a drugi
sistematski daje manje rezultate. Rezultati mjerenja pomocu prvoga bit ¢e
raspodijeljeni oko prave vrijednosti mjerene veli¢ine. Kazemo da je taj instrument
nepristran. Drugi instrument je pristran. Slicno mozZzemo reci za procjenjitelje.

Def:

Za procjenjitelj 6 kazemo da je nepristrani procjenjitelj parametra 8 ako je
njegovo ocekivanje
E(@)=06

Propozicija:

AKo je X1, Xa, ... Xn slucajni uzorak neke populacije, onda je slu¢ajna varijabla X
nepristrani procjenjitelj parametra u te populacije.

(Dokaz: Ve¢ smo pokazali da je ocekivanje raspodjele prosjeka uzorka jednako
oc¢ekivanju osnovnog skupa.)

Propozicija:

AKo je X1, X, ... X, slu¢ajni uzorak neke populacije koja ima ocekivanje i varijancu
o?, onda je slucajna varijabla

6?=5*=H
n-1
nepristrani procjenjitelj varijance osnovnog skupa o.

Dokaz:
Za bilo koju slugajnu varijablu vrijedi E(Y *) =[E(Y)]* +V (Y), pa tako i za svaki
¢lan slucajnog uzorka vrijedi E(X?) = u* +o°.
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Primjenimo li to na S2 =L[fo —(3"X,)? In], dobivamo:
es)- -4 Zeod) - Le[Zx F -
m{zwwZ)-HM(zxi>]+[E<zxi>r}}:
T{ZW+az>—1MTo]+[E<To>r}}=

LIS ot -2hot | -

¢ime smo dokazali da se radi o nepristranom procjenjitelju.

Koliko je o¢ekivanje slu¢ajne varijable &7 = lZ(Xi ~ )7)2 ?
n "

Nju moZemo raspisati:
n o & L n n
Z(xi—x) Z(xiz—zxiX+x2) inz inz
&& _i=l _i=l _i=l _2)?2 n )?2 _i=l _
n n n n

=Y EX)-E(X) = I 0" -+ ) =07 -

Dakle & je pristrani procjenjitel;

E(S?) = Ll E(6})=0c> = $? je nepristrani procjenjitelj
n —

Nije ispredavano:
Da bismo shvatili znacenje ove razlike, zamislimo da promatramo sve moguce uzorke iz velike
populacije. Pogledajmo vrijednosti procjenjitelja za k-ti uzorak:
2 14 -
O-S_k =— Z(Xik — Xk )2 odstupanje od prosjeka k-tog uzorka
Niz
2 19 2
Sy =— Z(Xik — y) odstupanje od prosjeka populacije.
n:
=1
RaspiSimo:
2 19 2
Sk = HZ[(Xik =X )+ (% — )]
i=1
1< 2 < IV 1<, 2
—Z ik — Xk ) +—Z(Xik — X % =)+ =D (R — )" =
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=2 +0+(X —p)?

Posljednji ¢lan predstavlja odstupanje prosjeka k-tog uzorka od prosjeka populacije. Mi ne znamo
2

o
koliko je to odstupanje, ali znademo da je ono u prosjeku —.
n

Ovaj rezultat je samo naizgled nelogi¢an. Naime, ako imamo uzorak od 1 elementa, ne moZzemo
nista re¢i o varijanci. Tek za n=2 moZemo nesto reci.

Odabir najboljeg procjenjitelja 0 za parametar populacije @ koji zelimo odrediti iz
uzorka nije uvijek jednostavan. U dodatku 1 prikazane su dvije metode
procjenjivanja.
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V.1. INTERVALI POUZDANOSTI i STANDARDNA
POGRESKA

Interval pouzdanosti prosjeka populacije

Procjena parametra daje nam jedan jedini broj koji ne sadrzi informaciju o tome
koliko je ta procjena vjerodostojna. Ako smo uzeli uzorak od n elemenata i izra¢unali
njegov prosjek X, on nikad nije jednak prosjeku populacije z, ali zanima nas koliko
blizu bi mogao biti. Zanima nas u kojem intervalu je on pouzdano.

Pretpostavimo da varijanca osnovnog skupa iznosi o.
Prema sredidnjem grani¢nom teoremu (CLT), X je normalno raspodijeljen:

X ~ N(,u,az/n).
Za normalnu raspodjelu vrijedi:

o/n
Pl -196< X~ p <1,96 | = 95%
o/\n
Pl _2575< X "H <2575 | = 99%
o/\n

To mozemo pisati:
Prava vrijednost prosjeka populacije nalazi se u intervalu

-, O
Xt—
Jn

s vjerojatnoS¢u 68%.

U statistici su rijetki problemi u kojima poznajemo varijancu, a ne poznajemo oc¢ekivanje.
NajceSce su nam oba parametra nepoznata:

AKo ne znamo varijancu osnovnog skupa, moramo ju procijeniti:

Nepristrani procjenjitelj varijance je

n

> (%= XY
i=1

n-1
Za procjenjitelja standardne devijacije najcesce uzimamo slu¢ajnu varijablu
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U fizici se dogovorno svi rezultati mjerenja piSu s navodenjem iznosa 68-postotne
nepouzdanosti:
X+M
n
> (xi - X)°
i=1
n(n-1)

mjerenja. Veli¢ina M jo$ se naziva i standardna pogreska.

gdjeje M = nepouzdanost prosjeka izra¢unata iz n nezavisnih

Definiramo i relativnu pogresku R = M

X

> (%, — %)’
1
n-1

pojedinog mjerenja i govori o rasprsenju cijele populacije mjerenja (tj. o preciznosti
mjernog instrumenta).

Cesto se navodi i veli¢ina m = /= = s koja oznacava preciznost svakog

Uoc¢imo da preciznost mjerenja m govori o rasipanju mjerenja od srednje vrijednosti.
Preciznost odredujemo iz prvih nekoliko mjerenja, a svako sljede¢e mjerenje ne
smanjuje tu vrijednost.

Medutim, nepouzdanost M :T postaje to manja $to veci broj mjerenja obavimo.
n

Stoga su uvijek pouzdaniji rezultati dobiveni iz veceg broja mjerenja. U pravilu je
potrebno obaviti barem 10 mjerenja. Broj obavljenih mjerenja planira se prije
eksperimenta na osnovu Zeljene pouzdanosti i raspolozivog vremena.

U statistici primjenjenoj na medicinu, ekonomiju, sociologiju,... obi¢no se uzimaju
intervali pouzdanosti 95% (pouzdano) ili 99% (vrlo pouzdano).
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V.2. MJERENJA RAZLICITIH STATISTICKIH TEZINA

Kada neku fizikalnu veli¢inu mjerimo u viSe navrata i dobivamo razlic¢ite rezultate,
zanima nas koja je prava, ili barem najvjerojatnija, vrijednost te fizikalne veli¢ine.
Mjerenja se obi¢no izvode na razli¢ite nacine i s razli¢itim pouzdanostima pa ih ne
smijemo tretirati ravnopravno. Kazemo da mjerenja imaju razlicite statistic¢ke teZine.

Jedna takva serija mjerenja daje rezultat u obliku
X=X*M ,
gdje M predstavlja interval 68% pouzdanosti za nalazenje prave vrijednosti X,
(standardna pogreska mjerenja).
U jednoj seriji mjerenja velicinu M smo odredili na sljedeci nacin:

Nepristrani procjenjitelj prave vrijednosti X, na osnovi te serije mjerenja je normalno
raspodijeljen prema:

.
Xp~NEXM?) .

Opéa srednja vrijednost

Ako istu veli¢inu x mjerimo u raznim prigodama dobivamo razlicite rezultate s
razlicitim standardnim pogreSkama. One u svakoj seriji mjerenja ovise 0 preciznosti
mjerenja u toj seriji i 0 broju mjerenja. Neka su rezultati takvih k mjerenja:

X, =X, M,
X, =X, =M,
X, =X M,

Na osnovi tih k serija mjerenja mozemo ponovno traziti najvjerojatniju vrijednost x,
trazene fizikalne velic¢ine. Funkcija gustoce vjerojatnosti za varijablu X, iz k serija
mjerenja glasi

_ (ii_xp)2

f(Xp;)_(l,X2,...,fk): 1 e = 2Mi2

MiM, - My (V27 )

=~

Logaritmiramo i trazimo maksimum funkcije.
Najvjerojatniji je onaj X, za Koji je
Zk: (Xi =% )2

2
i=1 i

=min.

Nadimo taj minimum!
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d Zm: (xi - x, P =—zzm:

dp iy M7 i1 M{
Za najvjerojatniji x; vrijedi
m |x. _X* m X - m
b ;’LZ XY= =0
i=1 M i=1 Mj i=1 Mj
ii
2
=M
P m
E}E*
2
i=1M;

> - * , - - - - -
Kazemo da je x, opca srednja vrijednost svih mjerenja.

Interpretacija ovog rezultata:

Zamislimo da su sva mjerenja bila izvrSena s jednakom preciznos¢u. Tada pouzdanost

svake serije mjerenja ovisi samo 0 broju mjerenja u toj seriji. Neka je broj mjerenja u

i-toj seriji (broj elemenata u i-tom uzorku) n;. Tada se nj-ovi medusobno odnose kao:
1.1 1

MMM

pa je najvjerojatnija prava vrijednost trazene fizikalne velicine u stvari srednja

vrijednost svih mjerenja u svim serijama.

n,:n,:---:n

Definirajmo statisti¢ku tezinu w; pojedine serije:
1
M2
W, = .
2
M;

i1

Vidimo da su tako definirane statisticke tezine normirane, tj. vrijedi

m
ZWi =1.
i=1
Statisti¢ke teZine odnose se obrnuto proporcionalno s kvadratima nepouzdanosti:
1.1 1
M M2 M}
Uz ovu notaciju, najvjerojatnija prava vrijednost mjerene velicine je

k
X5 = D> WX
i=1

W, DWW, e W,

Nepouzdanost opée srednje vrijednosti

Osim Sto zelimo znati najvjerojatniju vrijednost trazene fizikalne velicine, zanima nas
i kolika je pouzdanost tog rezultata.
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Procjenjitelj prave vrijednosti mjerene velicine jest linearna kombinacija prosjeka iz k
mjerenja:

k
X, = ;wi X
Varijancu linearne kombinacije znademo izracunati:
k k
M2 =V(X5)= S wav(X,)= > wiM?
i=1 i=1

Uvrstimo li definiciju statisti¢kih teZina, dobivamo sljedeci rezultat za
nepouzdanost opée srednje vrijednosti:
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V.3. PROPAGACIJA POGRESKE MJERENJA

Kada zelimo posredno odrediti neku fizikalnu veli¢inu, a poznajemo njezinu

funkcijsku zavisnost o0 neposredno mjerenim velicinama, vazno nam je znati kako se s

pomocu pogreSaka mjerenja osnovnih veli¢ina odreduje pogreSka trazene velicine.

Npr.:

1. Mijerimo visinu stola h; 1 visinu stolca hy, a zanima nas koliko ¢e visok biti stolac
ako ga stavimo na stol h=h;+h.,.

2. Mjerimo vrijeme t padanja kuglice s vrha nebodera, a zelimo odrediti visinu
nebodera h=gt?/2.

3. Mjerimo masu m i volumen V nekog predmeta, a Zelimo odrediti njegovu gusto¢u
p=m/V.

Pretpostavljamo da su pogreske mjerenja slucajne (normalno raspodijeljene) i malene
u odnosu na vrijednosti fizikalnih veligina, tj. Xi~N (z,Mi?) i Mi<<p; .

Razmatrat ¢emo tri slucaja:
l. Posredna veli¢ina je linearna kombinacija izravno mjerenih veli¢ina
h(X,Y)=aX +hY
To je poseban slucaj linearne kombinacije pa odmah mozemo pisati
E[h(X,Y)]=aux +buy ili h(X,Y) = ax + by

MZ =a’M% +b?M{

1. Posredna veli¢ina je nelinearna funkcija jedne mjerene veli¢ine h(X).
Buduci da smo pretpostavili da je pogreSka malena, mozemo pisati

E[h(X)]= h(uy) =h(X)
Pogledajmo sad kako propagira pogreska!

M} =V [n(X)] = E[ln(X)~ n(x, Y
Razvijmo h(X) u red:

dh 1 d’h
h(x):h(ﬂx)'F(X_/ux)d_xﬂX +E(X_ x)ZW Tt

Hx

pa priblizno vrijedi (X )—h(uy )~ (X — sy )%

Hx

2
J 'M>2<
Hyx
dh

Za male pogreske dakle vrijedi: M, =|—

eli0)- e = me g J M%

X

primjer: PogreSka potencije

h(X)= X%
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za relativne pogreske dakle vrijedi:

ili Ry=aR,

I11.  Najopéenitiji slu¢aj: Posredna veli¢ina je nelinearna funkcija dvije ili vise
mjerenih veli¢ina
h(X,Y).

Pokazuje se da malena pogresSka propagira na sljedeci nacin:
, (ohY ., (ehY ..
Mi=|—| -My+|—| -M/|
X Jyy o Jry

Opéenito za n izravno mjerenih veli¢ina imamo:
h(X1,X9,... X})

A Xy, X g1 X)) = MR, Ky X,)

Primjer iz praktikuma (vjezba 8):
Modul elasti¢nosti ¢elika odreduje se mjerenjem dimenzija ¢eli¢ne Sipke, savijenosti ¢eli¢ne
Sipke po jedinici sile i udaljenosti potpornja. Teorijska formula za savijenost Sipke je:
108

4E ab3
gdje je E modul elasti¢nosti ¢elika, L je udaljenost potporanja, a je Sirina Sipke, b je debljina
Sipke, a F je sila teZe utega.

Izmjerene su sljedeée velicine:

F 1

A—E—(O76+001)——(76+01) 107 % AtM,
a = (10,26 +0,05)mm = (1,026 + 0,005)-10 2 m=a + M,
b=(153+0,03)mm = (153+0,03)-10°m=b + M,

L=(29,0+01)cm=(290+0,01)-10 " m=LC+M,

Najvjerojatnija vrijednost za modul elasti¢nosti éelika je:

1 E ~ 2183226 N/m”
4ab

E=

Varijanca modula elasti¢nosti je:

2 2
=G () i[5 i (-
oA oa ob oL
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Standardna pogreska je:

M = E4/3,76-10" =013-10" N/m?

Rezultat za modul elasti¢nosti piSemo:
E =(22+0,)-10" N/m?
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V1. LINEARNA REGRESIJA | KORELACIJA

Cesto prou¢avamo rezultate mjerenja ili statistickog istraZivanja usporedujuéi dvije

skupine podataka X i Y. Npr.:

opaZanje X Y
elasti¢na sila masa utega duljina opruge
slobodni pad vrijeme prijedeni put

topovsko tane

masa eksploziva

Domet

studenti uspjeh na prijemnom uspjeh na studiju
Ljudi visina masa
Automobili snaga potroSnja goriva

Neki parovi varijabli su deterministi¢ki povezani. Npr.: Ako u slobodnom padu
znamo vrijeme padanja, to¢no znamo i prijedeni put (dubinu poniranja).

500

400

300

h(m)

200

100

y
/
W

t(s)

Medutim, mnostvo je parova varijabli X i Y za koje bismo rekli da su slabije ili jace
povezane, ali ne postoji deterministi¢ka veza medu njima. Npr.: Kada ispaljujemo
topovsko tane pod nekim kutom, domet tog taneta ovisit ¢e o pocetnoj brzini, ali i o
nekim drugim utjecajima koje ne mozemo kontrolirati (vjetar, vibracije prilikom

ispaljivanja, masa taneta, ...).
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Ili, drugi primjer: PotrosSnja goriva nekog automobila ovisi 0 snazi motora, ali nikako
ne mozemo govoriti o deterministickom odnosu:

12 4 /'

-
\
\

V(1/100 km)
\e

T T T T T T T T T T 1
40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150

P(kw)

Regresijska analiza dio je statistike koji se bavi istrazivanjem odnosa izmedu dvije
ili viSe varijabli povezanih na nedeterministic¢ki nacin.

Linearan odnos

Najjednostavniji odnos dviju deterministi¢ki povezanih varijabli jest linearan:
y=ax+Db
Npr. ako znademo konstantu neke opruge K, onda ¢e njezina duljina kad se o nju
objesi uteg mase m biti dana relacijom:
g
I==m+ly,
K 0

gdje je lp duljina neopterecene opruge.

Ako dvije varijable nisu deterministi¢ki povezane, onda ¢e za fiksiranu vrijednost X;
varijable X, varijabla Y; biti slucajna. Opéenito, varijabla ¢iju vrijednost odreduje
izvodac¢ pokusa oznacava se s X te naziva nezavisnom varijablom. Za odredeni x;,
slu¢ajna varijabla Y; naziva se zavisnom i poprima neku vrijednost y;. U praksi se za
nezavisnu varijablu uzima uvijek ona velicina koja je to¢nije mjerena.
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Primjer: Utege vjeSamo na niz opruga koje su izaSle iz istog stroja. Ocekujemo da su
konstante opruga vrlo sli¢ne, ali da postoji nekakvo rasipanje. Mase utega su odredene prije
pokusa i predstavljaju vrijednosti nezavisne varijable. 1zmjerene duljine opterec¢enih opruga
predstavljaju vrijednosti zavisne varijable.

Neka su X1, Xa,...., Xo Vrijednosti nezavisne varijable za koje se ¢ine opazanja, a s Y; i
yi 0zna¢imo slucajnu varijablu i opazenu vrijednost pridruzenu x;-u. Skup opazenih
podataka sastoji se od n parova (X1, Y1), (X2, Y2),-...., (Xn, Yn). Takve podatke najprije
ucrtamo u graf.

Promatranjem grafa procjenjujemo moze li se dobivena ovisnost aproksimirati
linearnom. Kada bi varijable X i Y bile deterministi¢ki linearno povezane, za svaki par
(i, yi) vrijedila bi relacija
yi=axj+b,

a parametri a i b bili bi isti za sve parove. Medutim, buduci da su Y; slucajne varijable,
ne postoje jedinstveni koeficijenti a i b koji bi zadovoljavali gornju relaciju za svaki
par. Stoga nastojimo prona¢i takve a i1 b Kkoji su najvjerojatniji parametri
pretpostavljene linearne ovisnosti.
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V1.1. Odredivanje koeficijenata metodom najmanjih kvadrata

Pretpostavka:

Postoje parametri a i b takvi da za svaku vrijednost x; nezavisne varijable X, zavisnu
varijablu Y; moZemo pisati:

Yi =axj + b+é¢ ,
gdje je £& normalna slucajna varijabla s ocekivanjem E(g)=0 i varijancom

V(&) = o2. o je jednaka za sve vrijednosti x.

Sto to zna¢i? Pretpostavili smo da postoji jedan pravi (ispravan) pravac regresije koji
za poznati x; odreduje ocekivanu vrijednost E(Y; ), a da su odstupanja vrijednosti y; od
ocekivanja E(Y; ) slucajne pogreske raspodijeljene prema Gaussu i jednako vjerojatne

u cijelom podrugju.
y !
1‘ =
ax;thf-" """ T AT =TT o2 -

axytb F-—-n-----=

ax;tb Pravac y=ax+b

e ~ X —--4

|
1
1
|
[l
1
|
1
I
1
1
X

Za izmjerene (opazene) parove vrijedi:
yi =axj +b+¢j,
80
60 y=ax+b
40

20 ¢

Princip najmanjih kvadrata:

Od svih pravaca y =ax + b, najvjerojatniji pravac regresije jest onaj za koji je suma
kvadrata odstupanja

f(a,b) = Z — (ax; +b)]? Zn:giz
i=1

minimalna.

Suma kvadrata odstupanja je minimalna kada istodobno vrijedi:
of (a,b) 0 of (a,b)
oa ob
Uz te uvjete dobivamo normalne jednadzbe:
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n n n
Zyixi —aZx_2 —bei =0
i=1 ! i=1

i=1
n n
D> yi—a).x —nb=0
i=1 i=1

RjeSavanjem ovog sustava jednadzbi dobivamo izraze za najvjerojatnije vrijednosti
koeficijenata a i b:

n n n n 2 n n n
N XiYi— 2. Xi D, Vi DXV = DX D XiYi
Qo it ia i ; N = N = =
n n 2 n n 2
2 2
Ny X —[in] ny X —{ZXiJ
i1 i1 i1 i1

Odsjecak b na y-osi mozemo jednostavnije pisati:
b=y-ax .
To nam olakSava racun kad ve¢ imamo izracunati a.
Napomene:
e Prije racunanja pravca regresije treba u grafu provjeriti ima li smisla linearna
regresija i jesu li podaci podjednako rasprseni.
e Rezultate sumiranja ne smije se zaokruzivati jer pogreSka zaokruzivanja bitno

utjece na razliku velikih sli¢nih brojeva

Za nastavak rac¢una bit ¢e nam korisno napisati parametar a u obliku:

n o _
a=N—Z(Xi -X)Yi .

Zij=l

2
n n
gdjeje N, =n>’ G —{z X; J nazivnik gornjeg izraza.
i=1 i=1

Mozemo reci da je najvjerojatnija vrijednost parametra a u stvari ocekivanje slucajne
varijable a definirane kao:

é=NLZn:(Xi —Y)Yi .

Z j=1
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Pouzdanost parametra a

a je linearna kombinacija normalnih slu¢ajnih varijabli Y; pa njezino ocekivanie i
varijancu mozemo izrac¢unati prema pravilima za linearnu kombinaciju.
Za varijancu linearne kombinacije vrijedi (vidi starija predavanja):

V(CaYy +CaYa + .t CnYy )= CAV (Y1) + C2V (Y2) +..o+ CEV (V)
pa lako moZemo odrediti varijancu naseg parametra a:
2 n
n =
of =52 (% =XV (V).
z i=1
Buduci da smo pretpostavili da je V(Y;)=c? jednaka za svaki i, moZemo pisati:

n n
D (% - X)? D x* —nx?
i-1 —n’s i-1

Preostaje nam jo$ da procijenimo o (=m, preciznost jednog mjerenja).

o.=No

Def:

Predvidena vrijednost slucajne varijable Y; je
yi* =axj +b .
MoZe se pokazati da je nepristrani procjenjitelj za o dan izrazom:
n n
Y-y Dlyi - (ax +b)
i=1 _i=l
n-2 n-2

52=&2=I

Necemo to izvoditi, ali razmotrimo znacenje:

Pravac je odreden s pomoc¢u dvije toc¢ke. Dakle, ako su nam poznata samo dva para
(xi,yi), ne¢emo imati nikakvo odstupanje od pravca pa niti procjenu varijance.
Raspisivanjem gornjeg izraza s* se moze napisati u obliku:

DY -ay %y, —byy,
2 — i=1 i=1 i=1

g2 —
n-2

pa uvrstavajuci izraz za b dobivamo:

> n(n-2) B n(n-2)

| kona¢no za nepouzdanost parametra a dobivamo:

1 ”Zy_(zyj :

2 n — i=1
N, (n-2) N

z
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Parametar b je linearna kombinacija slu¢ajnih varijabli Y; i & pa njezinu nepouzdanost
lako odredimo (ne¢emo pokazivati):

2 2 i=1
Mg =Mg-

SazZetak rezultata za linearnu regresiju:

n n n n n n

nZX|Y| ZX|ZY| ZXiZZyi—ZXiZXiyi

i=l =l poizl isl il il

a=

Z
M, =1 5
(n_z)_nZX (ix,j
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V1.2. Nelinearne regresije

U fizici ¢esto mjerimo parove varijabli medu kojima postoji neka funkcionalna
zavisnost, ali ona nije linearna. NajceSce iz teorijskih razmatranja pretpostavljamo
oblik funkcionalne ovisnosti, ali nam nisu poznate sve konstante (parametri). Npr.:
amplituda titranja y guSenog tjeranog harmoni¢kog oscilatora ovisi o frekvenciji
pobude @ prema relaciji:

A

\/(a)g —a)z)2 +(a)/z')2 |

Parametre A, w o i 7 zelimo odrediti iz serije mjerenja. Princip odredivanja tih
parametara metodom najmanjih kvadrata jednak je onom kad smo imali linearnu
regresiju. Postavljamo uvjet da suma kvadrata odstupanja mjerenih amplituda od
ocekivanih

y:

2
A

\/(a)g —a)iz)z +(a)/r)2
bude minimalna.

Imamo tri nepoznata parametra i postavljamo sustav od tri jednadzbe s tri
nepoznanice iz uvjeta:
of (A wg,7) _0 - of (A wg,7) 0 - of (A wg,7) 0
oA Owg or
RjeSavanje ovakvog sustava vrlo je komplicirano i naj¢eS¢e zahtijeva numericko

rjeSavanje. U danasnje doba racunala i programa specijaliziranih za obradu podataka,
nema potrebe da rjeSavamo takve specifi¢cne probleme. Primjer s praktikuma:

f(A,COO,T)=Z Vi —

2.0

1 ) ®,=3.36+0.03 rad/s
] /\., ©=1,28+0,13 s
1.6 A A=3,47+0.46

1 //. \®
1.4 - / \

] ° \
1.2 / \

4 N\

> 1.0 A .\

1 °
0.8 -

1 [ ] [ J
0.6 - ®

d ~—

0.4 —~

E ° ™
0.2 -

1 2 3 4 5 6

o (rad/s)

Ipak, jedan lagan i rjeSiv problem rijeSit ¢ete na vjezbama kad je funkcionalna
ovisnost polinom drugog stupnja.
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Regresija s transformiranim varijablama

Vrlo cesto se neka nelinearna ovisnost Zeli prikazati u linearnom obliku. Dva su
razloga za to:
1. Mogu se primjeniti jednadZbe za linearnu regresiju
2. Takav grafi¢ki prikaz zorno potvrduje (ili odbacuje) ispravnost primijenjene
teorije.

Primjer iz praktikuma:
Dubina poniranja Maxwellova diska (vjeZzba 6) ovisi 0 vremenu prema relaciji:
_1omg o

2 I,

r7

Prikazemo li rezultate jedne serije mjerenja u s-t dijagramu, toc¢ke ¢e se grupirati oko
parabole i morali bismo primijeniti nelinearnu regresiju. Medutim, uvedemo li novu
varijablu u=t? rezultati ¢e biti grupirani oko pravca i mo¢i ¢emo primijeniti linearnu
regresiju. Takvom transformacijom varijabli mnogi komplicirani problemi se
pojednostavljuju.

S

0,7 - 0,74
0,6 4 o® 0,64 /
L] /
0,5 . 0,5 )
° ’
. 04 . 04 P
£ . E .
® 03 . 0,3 o
. ./'/
0,2 o° 0.2 o
- L) ‘,-’
0,1 . 0,1 .
3 4 5 6 7 8 0 10 20 30 40 50

Logaritamski grafovi

Cesto imamo slu¢aj da je zavisna velig¢ina proporcionalna potenciji nezavisne
velicine, a mi ili ne znamo iznos eksponenta ili Zelimo provjeriti predvideni iznos.
Tada varijable logaritmiramo pa veza medu novim, transformiranim varijablama
postaje linearna.

Primjer iz praktikuma (vjezba 8):
Modul elasti¢nosti ¢elika odreduje se mjerenjem dimenzija ¢elicne Sipke, savijenosti
celicne Sipke po jedinici sile i udaljenosti potpornja. Teorijska formula za savijenost
Sipke je:
13
=— —_F,

4E ab3
gdje je E modul elasti¢nosti ¢elika, L je udaljenost potporanja, a je Sirina Sipke, b je
debljina Sipke, a F je sila teZe utega.
Zelimo li provjeriti ovisi li savijenost Sipke uistinu o tre¢oj potenciji udaljenosti medu
potpornjima, obavit ¢emo mjerenja za razne udaljenosti potporanja drzeci sve ostale
velicine konstantnima. Logaritmirat ¢emo gornju jednadzbu:
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logA = Iogii+3log L
4E ab3
Uvest ¢emo nove varijable x =logL i y =log A . Rezultate mjerenja izracunate u tim

novim varijablama prikazat ¢emo u grafu. Ako taj graf mozemo opisati linearnom
regresijom y = ax+b, onda je savijenost uistinu proporcionalna potenciji od L. Ako

je parametar a priblizno jednak 3, onda je eksponent teorijski dobro predviden.

04+

1,6 /
] . 1 /
1,44 0.2+ /m
o .
124 4 /
L] 0.0 /
7
1,04
P ] 0,2 :
3 . ~ "
£ 08 ) /
< 1 . 2 04 o
06 . /
] m
06
04 - /
. /
02+ 08+ /
. /
F
o0 T T T ! -1.0 T T T T T 1
0,0 0.1 0.2 03 0.4 12 -10 -08 06 04 02 00 02

Linearnom regresijom dobili smo koeficijent smjera a =2,94+0,14 S$to znaci da je
teorijsko predvidanje eksponenta bilo ispravno.
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V1.3. Korelacije

Kada veza izmedu parova varijabli nije deterministicki linearna, mozemo imati razne
stupnjeve rasipanja. Zanima nas koliko su varijable X 1Y korelirane. Evo nekoliko
primjera nedeterministickog odnosa:

T T T T T T T
50 60 70 80 9 100 110

X

900 4
800
700
600
500
4004
300
200
1004

T T T
120 130 140 150

900+
8004
700
600
500+
4004
300
200
100

T T
10 15

T
25

T
35

)
40

U prvom slu¢aju mozemo prili¢no uvjerljivo govoriti o linearnom odnosu varijabli X i
Y, u drugom sluc¢aju mozemo pretpostaviti da postoji pozitivna korelacija medu tim
varijablama, dok su u tre¢em slu¢aju varijable X i Y naizgled nezavisne. Zelja nam je
ove tvrdnje na neki nac¢in kvantizirati. Razmatrat ¢emo podatke iz drugog grafa. Ne

znamo je li jedna od varijabli to¢nije mjerena.
regresije najprije uz pretpostavku da je varijabla X to¢nije mjerena:

900 4
800
700
600
500
> 400
300
200
1004

0

T
10

T T T T
15 20 25 30

X

T
35

1
40

9004
800
7004
600+
5004
> 400
300
2004
1004

0

Probajmo odoka odrediti pravce

T
10

T T
15 20

X

T T T 1
25 30 35 40

a zatim da je varijabla Y to¢nije mjerena. U tom slucaju trazimo ovisnost varijable X o
Y pa nakon nalazenja srediSnje tocke, graf dijelimo na gornju i donju polovicu, a ne na
lijevu i desnu:
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900 900

800 * 8004 *
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700 . 700 .
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o o o o

500 . 500
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300 e . 300
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200 200
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100 100
0 T 0
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X X

Dobiveni pravci se ne podudaraju, a odstupanje je to vece Sto su podaci slabije
korelirani. Za ovaj skup podataka pravci regresije nacrtani su na istom grafu:

900 -
800
700
600
500

> 400
300
200

100+

0 T T T T T T 1
5 10 15 20 25 30 35 40

Za prvi i tre¢i skup podataka pravci regresije izgledaju ovako:

13- 900
800
700
600
500

> 4004
300
200

1004

T T T T T T T T T T T T
40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 5

X X

U prvom sluc¢aju pravci se gotovo poklapaju dok se u drugom slucaju kut medu njima
priblizava n/2.

Pravce regresije to¢nije dobivamo primjenom metode najmanjih kvadrata. Za ovisnost
varijable Y o X postavljamo jednadzbu

y=ax+Dh,
a vrijednosti koeficijenata a i b su: o
a=2Y"XY h= 2
x2 —x? x2 —x?

Za ovisnost varijable X o Y postavljamo jednadzbu
Xx=cy+d,
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a vrijednosti koeficijenata c i d su: o
c= XY d= w ,
y

y2 —y?

Izracunavanje koeficijenata pravaca regresije pomocu kovarijance

Prisjetimo se momenata dvodimenzionalnih raspodjela!
Vrlo je vazan moment My; Koji se naziva kovarijanca. Za n parova mjerenih veli¢ina,
kovarijanca je:

1 _ . =
M11 =oxy :HZ(Xi = X)(Yj —¥) = Xy =Xy =mqqg —mypoMpy
i

Koeficijent smjera a pravca regresije Y o X mozemo pisati:

a- M1—MoMor _ Myy _ oxy
Mo —m]_20 M20 0')2(

Buduci da pravac prolazi kroz tocku (X, Y), jednadzba pravca je

(v-9)= 2% (%),

oX
Sli¢no za ovisnost X 0 Y vrijedi:

oo Ma1—MoMor _ Myy _ oxy
Mp2 —m(%l MOZ UYZ

pa je jednadzba pravca
(x-x)=X(y-y).

Oy

Koeficijent korelacije

JednadZbe pravaca mozemo “standardizirati”:

(y-9)_ _oxy (x-%) (ovisnost Y 0 X)

Oy Ox0y OX

(x=x)_ oxy (y-y) (ovisnost X oY)

OX Ox0Oy Oy

Mozemo nacrtati novi graf koji ima ishodiSte u (x,y), vrijednosti na
apscisi izrazene u jedinicama oy, a vrijednosti na ordinati izrazene u
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jedinicama oy . Nove, bezdimenzionalne varijable su

(x=x)

g=2 iy =Y
ox oy
24 2
° o
v . v
14 14
° ° ° °
] o
o o [ ]
r T ﬂ T 1 r T % T 1
2 1 1 2 2 1 1 2
o 4 £ a g
¢ -le le
.
.
24 2

Jednadzbe pravaca regresije su:

y=pS
zaovisnost w0 ¢, i

S=py
za ovisnost &£ 0 .

Upravo smo definirali koeficijent korelacije (vidi 9. predavanje)
O xy

Oy Oy

To je bezdimenzionalna velicina koja ne ovisi 0 jedinicama u kojima su varijable X i
Y izrazene.

Znacenje koeficijenta korelacije

U bezdimenzionalnom grafu p odreduje tangens kuta izmedu pravca ovisnosti y 0 & i
apscise, a isto tako odreduje tangens kuta izmedu pravca ovisnosti & 0 y i ordinate.

v
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Kut izmedu pravaca regresije, y povezan je s p na sljedeci nacin:

T
=—-20
"7%
_ 2 2
tg;/:cthQ:1 9 9:1 P
2tgd 2p

Koeficijent korelacije moze poprimiti vrijednosti —1< p <1.

Ako su varijable nezavisne, pravci su paralelni s osima koordinatnog sustava, tj.
— 4 — 0

r=5:p=0.

Ako postoji linearna deterministicka veza izmedu X i Y, pravci se poklapaju,a p=1

ili p=-1. Dogovorno, kazemo da je korelacija dobra kad je \p\ >0,5.

Napomena:
Kad su X i Y nezavisne varijable, koeficijent korelacije tezit ¢e nuli (p=0). Medutim,

¢injenica da je p=0 ne znaci nuzno da su varijable nezavisne. Primjer:

120



VIl. PROVIJERAVANJE (testiranje) HIPOTEZA

Provjera hipoteze vrlo je bitan dio statistickog zaklju¢ivanja.
Da bi se takva provjera formulirala, potrebno je postaviti neku teoriju koja se zeli
dokazati.
Npr.:
e Novi lijek bolji je za lije¢enje odredenih simptoma od starog.
e Igraca kocka ima pomaknuto teziste
e U Svijetu se rada viSe muskaraca nego Zena

U svakom takvom problemu postavljamo dvije tvrdnje (hipoteze) od kojih je tocno

jedna istinita:
Ho= nul-hipoteza
H,= alternativna hipoteza

One se ne tretiraju ravnopravno:
U sudskom procesu: Hg= optuzeni je nevin
H,= optuZeni je kriv
Hipoteza Hy smatra se ispravnom dok se ne dokaze Hj.
Za Hy obi¢no se uzima stara, postojeca teorija:
Npr., za lijek: Ho= stari lijek jednako je dobar kao i novi
za kocku: Ho= kocka je poStena

Ako ne odbacimo Hy, to ne znaci da je ona ispravna, nego samo da nemamo
dovoljno dokaza da ju odbacimo.

Postavljanje problema, kriti¢no podrucije

Da bismo donijeli odluku, moramo uzeti uzorak iz populacije koju istrazujemo.
Prije uzimanja uzorka moramo skup moguc¢ih ishoda podijeliti u dva podrucja:
A = podrugje prihvacéanja Ho
B = podrucje odbacivanja Ho = kriti¢no podrucje

Primjer bacanja nov¢ica 6 puta: X = broj grbova u Sest bacanja
Ho = nov¢i¢ je posten, tj. X~Bin(6,1/2)
H; = ¢eS¢e pada grb

Moguci ishodi:
X |0 |1 | 2 |3 | 4 |5 | 6

P(X/Ho) | 0,0156 |0,0938 |0,2344 [0,3125 |0,2344 |0,0938 |0,0156

Odlucimo se: A={0,1,2,3,4}
B={5,6}
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Vrste pogreSaka

odluka
odbaci Hy prihvati Ho
Ho pogreska I. vrste ispravan zakljucak
istina : i
H; ispravan zakljucak | pogreska Il. vrste

Smatra se da je pogreska I. vrste mnogo ozbiljnija od pogreske Il. vrste.

Vjerojatnost pogreske I. vrste:
o = vjerojatnost odbacivanja Hy kada je istinita = P(B/Ho)
Vjerojatnost pogreske II. vrste:

/= vjerojatnost prihvacanja Hy kada nije istinita = P(A/H;)

U naSem primjeru je «=0,1094 ~ 11%.

Medutim, ¢ak i da je nov¢ic¢ toliko neposten da je p = 2/3, raspodjela varijable X bi
bila

X | 0 | 2 |3 | 4 |5 | 6

|1
P(X/H;) |0,0014 [0,0165 ]0,0823 |0,2195 [0,3292 [0,2634 |0,0878
pa bi vjerojatnost pogreske Il. vrste uz nas odabir kriticnog podrucja bila 5= 0,6488.

Veliki g se dogada kada je uzorak premalen (n = 6).

Signifikantnost testa (vaznost, znac¢ajnost)

Def:

Za postupak provjere kazemo da ima razinu signifikantnosti (vaznosti) « ako je
P(pogreska I. vrste) < o .

Kazemo da je to test razine a.

Nas primjer je test razine 0,11.
Tradicionalno se kao razine signifikantnosti uzimaju vrijednosti 0,01; 0,05 ili 0,10.

Za o= 0,05 kazemo da je test signifikantan, a za = 0,01 kazemo da je test vrlo
signifikantan.
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Mo¢ testa

Mo¢ statistickog testa mjeri sposobnost testa da odbaci nul-hipotezu kad je uistinu
pogredna, tj. da ucini ispravnu odluku.

P=1-p48

U nasem primjeru je P = 0,35. Idealno je P = 1. Za snazniji test morali bismo imati
veci uzorak.

Op¢a pravila odabira testa

Prije uzimanja uzorka:
1) lzreci nul-hipotezu i alternativnu hipotezu.
2) Razmotri odgovarajucu raspodjelu danu nul-hipotezom.
3) Odlu¢i o razini signifikantnosti testa.
4) Odredi kriticno podrucje (odluci o kriteriju odbacivanja nul-hipoteze)
Sada uzmi uzorak!
5) lzracunaj vrijednost statistike testa
6) Ucini odluku:
Ako je vrijednost statistike testa u kriticnom podrucju, odbaci Ho!
Ako vrijednost statistike testa nije u kriticnom podrucju, nemoj odbaciti Ho!
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